GABARITO DA 2 FASE
OLIMPIADAS DE MATEMATICA 2008

Nivel 1

Problema 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Problema 2

Sendo x o tempo gque o lobo dorme por dia, temos que o 7x & tempo que a coruja
dorme por dia.

Sabendo-se que enquanto um animal dorme o outro esta acordado, X + 7x = 24.

Desse modo, concluimos que x = 3h e 7x = 21.

Ou seja, o lobo dorme 3h por dia e a coruja dorme 21h por dia.

Problema 3

Solugao. A primeira pergunta a ser feita é quanto mede o lado do triangulo equilatero em
destaque nas duas tltimas figuras. Olhando para a terceira figura, onde o triangulo central
aparece pela primeira vez, sabendo que as linhas de dobra dividem o lado do triangulo original
em medidas b, 2 e 5, podemos concluir que a medida procurada é exatamente 3 (veja a linha
horizontal da terceira figura: ela ficou dividida em 2, 3 e 2 e a parte correspondente & medida
3 é exatamente o lado do triangulo central). A préxima pergunta a ser respondida é quantos
triangulos equildteros de lado 3 cabem num triangulo equilatero de lado 12. E uma simples
contagem que pode ser feita usando um desenho como o abaixo, onde o triangulo maior tem
lado 12 e os menores tem lado 3.

De modo que a resposta é: cabem 16 triangulos de lado 3 dentro do de lado 12. Logo a fracao

procurada é —

16
Problema 4
Sejam: AG = altas e gordas; AM = altas e magras; BG = baixas e gordas; BM = baixas
€ magras.

Pelos dados do enunciado: AG=5; BG+BM=11; AG+BG=13.
Assim: 5+BG=13 0 BG=8 O 8+BM=11 O BM=3.
OAG+AM+BG+BM=30 O 5+AM+8+3=30 O AM=14.

Problema 5

Notemos que o primeiro ano em que os clubes foram festejados foi 1917. Como mdc (7,
5) =35, entdo depois de 1917 os clubes foram festejados simultaneamente de 35 em 35
anos. Assim, os anos requeridos sdo: 1917, 1952 e 1987.



Problema 6

O livro de Matematica custa RS 25, 00.

O livro de Logica custa 3/5 desse valor, ou seja, 3/5 de 25 reais = 15 reais.
O livro de Astronomia custa R$ 48, 00— (R$ 25, 00 + R$ 15, 00) =R$ §,00.
Um Cd custa 13/4 do livro de Astronomia, isto é,custa 13/4 de 8 reais = 26 reais.

Dessa forma, para sabermos quanto custa o outro CD, fazemos:
R$ 48,00 - R$ 26,00 =R$ 22.00.

Problema 7
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Sendo 60 + 30 4+ 20 4+ 10 = 120, basta excluirmos 15 e 12 da soma, on seja.

120
120

=1

. .1 .
excluiremos as fragoes 3 o ) para que o resultado seja

Problema 8

Para encher o tanque de combustivel de meu Pélio Adventure Flex Power sdo necessarios 51 litros de
combustivel. Atento aos precos cobrados nos postos de gasolina, percebi que minha economia seria enorme
se abastecesse em Madureira ao invés de Jacarepagua. Semanalmente, encho 70 % da capacidade de meu
tanque com alcool e o restante, coloco de gasolina. Faco isso 4 vezes por mes. No posto de Jacarepagua, o
litro da gasolina € R$2.499 e o do alcool € RS 1.549. Ja em Madureira, encontro o alcool a R$ 1.199. o litro.
¢ a gasolina, a R$ 2.399. o litro. Determine qual € minha economia ao fim do mes escolhendo o posto de

Madureira. (Mostre como chegou a resposta!)

Meu tanque tem capacidade para 51 litros. Dessa capacidade, abaste¢co com 35,7
litros de alcool (70%) e 15,3 litros de gasolina( 30%).

Em Jacarepagua, pago R$ 55,2993 pelo alcool e R$ 38,2347 pela gasolina.
Gastando um total de R$ 93,534 por semana e R$ 374,136 por més.

Em Madureira, pago R$ 42,8043 pelo alcool e R$ 36,7047 pela gasolina. Gastando
um total de R$ 79,509 por semana € R$ 318,036 por més.

Logo, minha economia é de R$ 56,10 abastecendo meu Palio Adventure Flex
Power em Madureira.

(Obs. A resposta R$ 56,12 também sera aceitalll)

Problema 9

O terreno de Angela Poo Eira tem 23 m X 65 m = 1495 m“.

Chamando a area destinada a Ari de R e a area destinada a Jupira de J, temos que
J=R-69.

Resolvendo a equagdo R + R — 69 = 1495, obtemos R =782 m-.

Se a largura AD permanece constante e vale 23m, chamamos de x a distancia
entre Ae E.

23 x=782que nos levaax = 34.

Portanto, a distancia entre A € E é de 34 metros.



PROBLEMA 10

QUESTAD 4. A caminhonete do Tio Barnabé pode carregar até 2000
quilos. Ele aceita um servico para transportar wma carga de 150 sacas
de arroz de 60 quilos cada e 100 sacas de milho de 25 quilos cada.

A) Voeé acha possivel que o Tio Barnabé faga esse servigo em cineo
viagensT Por que?

B} Descreva wma maneira de fazer o servigo em seis viagens.

A) Nao, porque 150 sacas de arroz de 60 quilos e 100 sacas de milho
de 256 quilos totalizariam 11500 = 150 = 604100« 25 quilos, que divididos
por 5 darda 2200 = 11500=5 quilcs para cada viagem e assim, tio Barnahé
tera que fazer 6 viagens.

B) Be para cada viagem ele levar 25 sacas de arroz e 16 de milho,
restarao 4 sacas de milho. Assim, ele devera levar em cada wma das
cinco viagens 26 sacas de arroz e 16 de milho & na 6° viagem 25 sacas
de arroz e 20 sacas de milho.



Nivel 11

Problema 1
a) R.21,3cmx3195cm

b) R. Reduziu-se a cerca da metade do era.

Problema 2

Como o pentagono e a estrela sdo regulares, o quadrilatero APOD € um trapézio.
A area do trapézio APQD ¢ igual a érea do tridngulo APD somada a do tridgngulo POD. Como

BDRP também € um trapé€zio, RPIIOD. oith0 a drea de PQD € igual a de ROD. Como a estrela
¢ regular, a area de ROD € igual a de ERS, entdo, a area de POD € igual a de ERS. Assim a area
do trapézio APQOD ¢ igual a soma das areas dos tridangulos APD e ERS, que € igual a figura
APDRES, que ¢ exatamente metade da estrela toda.

Resposta: A area de APOD €0.5.

Problema 3 )
O terreno de Angela Poo Eira tem 23 m x 65 m = 1495 m“.

Chamando a area destinada a Ari de R e a area destinada a Jupira de J, temos que
J=R-69.

Resolvendo a equagdo R + R — 69 = 1495, obtemos R =782 m-.

Se a largura AD permanece constante e vale 23m, chamamos de x a distancia
entre Ae E.

23 x=782que nos levaax = 34.

Portanto, a distancia entre A € E é de 34 metros.

Problema 4
. 720 , o
Seja X o numero de alunos da classe. — € a contribuicao de cada aluno
X
da classe.
720

3 € a nova contribuicdo de cada aluno.
X

Entao:



720 _ 720

+2 0 x* +5x—1800 =0, cujas raizes sdo x, =40 e x, = —45
X x+5

(ndo servel!)

Portanto, havia 40 alunos na classe.

Problema 5
Sejam a e bas raizes (inteiras) da equagdo x*-Px+P =0, entdo

La+b=P
O ab=a+b0d alb—a-b6=00 alb—a-b+1=1
Nalb =P
b—-1= (b—-1=-1
Oab-)—-(b-)=10 b-D)a-)=10 g ou [ , entao
m-1=1 m—-1=-1

a=2eb=2,o0ua=0eb=0.

Portanto, os valores de P sdo: 4 e 0.

Problema 6
Seja n o nimero original, ou seja n=[ab] =10a +b. Note que [ab3]=100a+ 10b + 3 =

10(10a+b)+3=10n+3
Portanto: [ab3]=[ab]+ 777 O 10n+3=n+777 O 9=774 O n=286

Problema 7

oL
.
(=)

Problema 8

Solugao. Os comprimentos possiveis sao, em centimetros: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512
e 1024. Nélson deve sempre usar o maior pedaco possivel, portanto é natural que comece pelo
maior, 1024 em. Nao pode usar outro de mesmo tamanho, pois 1024 + 1024 é maior que 2007,
entao o segundo pedaco de barbante mede 512. A distancia ja coberta é 1024 + 512 = 1536.
O proximo pedaco nao pode ser de 512, caso contrario a soma ultrapassaria 2007. Entao
deve ser de 256 e a distancia ja coberta é agora 1536 + 256 = 1792. Repetindo o raciocinio,
o proximo pedago de barbante mede 128 e a distancia ja coberta é 1792 + 128 = 1920. O
proximo pedaco mede 64 e a distancia ja coberta é 1920 4+ 64 = 1984. O préximo pedaco nao
pode medir 32, pois 19844 32 = 2016, que ultrapassa 2007. O proximo pedaco mede portanto
16 e a distancia ja coberta ¢ 1984 4+ 16 = 2000. O proximo pedaco nao pode medir 8, logo
deve medir 4. E, finalmente, os dois iltimos medem 2 e 1, totalizando 2007 cm. Conclusao:
Nélson teve de usar no minimo 9 pedacos de barbante.



Problema 9
Aplicando uma tabela de dupla entrada teremos:

Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 Total
T'\’apazes 10 2 0 12
Mocgas 9 1M1 2 22
Total 19 13 2 34

Logo 13 alunos fizeram aprova do N2.

Problema 10

Temos que pela equacao fundamental da subtracao (1) x-y=z. Também ¢ dado que (2)
x+y+z=128 e que (3) z=3y.

Substituindo (3) em (1) teremos que: x= 4y e aplicando em (2) obtemos que: 8y=128 ou
y=16

Logo: x=4.16=064 ¢ z=3.16=48, ou seja, x.y.z=64.16.48=49.152.



Nivel 11

Problema 1
R. 106

Problema 2

Como o pentagono ¢ a estrela sdo regulares. o quadrilatero APQOD € um trapézio.
A area do trapézio APQD ¢ igual a éarea do tridngulo APD somada a do triangulo POD. Como

BDRP também € um trap€zio, RPIOD. ent30 a drea de PQD ¢ igual a de ROD. Como a estrela
¢ regular, a area de ROD € igual a de ERS, entdo. a area de POD ¢ igual a de ERS. Assim a area
do trapézio APQOD ¢ igual a soma das areas dos tridngulos APD e ERS. que ¢ igual a figura
APDRES, que ¢ exatamente metade da estrela toda.

Resposta: A area de 4POD €0.5.

Problema 3

Sejam: A = americanas; E = espanholas; O = ouro; P =prata; C = cobre; CE = cobre
espanholas.

Evidentemente: A + E =588 O+P+C=588.

ComoO+P=3C/4 0O 3C/A4+C=588 0O 7C/4=588 O C=2336.
CE=4C/7=4(336)/7 O CE=192.

Como entre as moedas de cobre e moedas americanas tem-se 360 1 A+ CE=360 O
A+192=360 O A=168.

OA+E=588 0 168+E=588 0O E=420 OE=0+C 0O 420=0+336
0 O=84.

Problema 4
b 1-b— Pela semelhanca de triangulos:
a a —L:i = —-b—- :i 2 =
~b-x 1-a 1 U b=x(l-a) e 1-b-x " O x+bx=x-a
Pelo Teorema de Pitagoras: a*+b*=x* 0 a’+x*(1-2a+a’)=x> [0
l—afl 1 a?+x’—x’(2a-a’)=x* 0 a=x2-a) 0 a=x*+x*(1-a) O a
=x*+bx 0O
a=x-a O a=> 0 2=xB-%f g x(4-x)=1 0 x*—4x+1
I-b— p 2 2 O 2C
=0 [

x=2—\/§



Problema 5

Pelo Teorema de Pitagoras a hipotenusa do tridngulo vale

V9?2 +122 =15.

Divida o tridngulo retdngulo em 3 tridngulos menores, unindo o

centro da circunferéncia tangente a hipotenusa aos vértices do

triangulo. A area do tridngulo retdngulo pode ser calculada de duas

maneiras:

9.12 _93r  12r  15r
2 2 2 2

O r=2

Problema 6

Suponhamos que X, y e z sdo os precos das pedras nas 17, 2% e 3% caixas, respectivamente.
Portanto temos que:

28.x =42.y =75.z = valor pago total.

Para comprar a quantidade desejada: 1967 =1x+3.y+2.z U

Ay 242y _28ly
1967 = 3. = =

0% 3y+ %0 =0 0 y=RS$ 350,00
Problema 7

Ganha a primeira crianga. No inicio ele deve comer 5 balas, deixando 15 balas sobre a
mesa. A segunda crian¢a deve comer no minimo uma € no maximo 7 balas, sobrando
entre 8 e 14 balas sobre a mesa. Em qualquer caso a primeira crianca pode comer
algumas balas, deixando exatamente 7 sobre a mesa. A segunda crianga agora deve
comer entre uma e trés balas, deixando de 4 a 6 balas sobre a mesa. A primeira crianga
agora come algumas delas, deixando exatamente 3 balas, for¢ando a segunda crianga a
comer uma. Comendo mais uma apds isso, a primeira crianga acaba deixando apenas
uma bala no final e ganhando o jogo.

Problema 8

Nas ultimas eleigoes para prefeito da cidade de Tribobé do Norte. que possui 36000 habitantes, %desses

.
eleitores deixaram de votar. Enfre os votantes, 1% votou em branco, % anulou o voto e % votaram em

Severino Sombra. o vencedor da eleicdo. Sabendo-se que apenas dois candidatos disputaram a eleicdo,
determine a diferenca de votos entre Severino Sombra € o candidato derrotado.



Total : 36000 eleitores

1
N&o votaram: — . 36000 = 1800 eleitores
20

Votaram: 36000 — 1800 = 34200 eleitores

1
Branco: — . 34200= 2850 eleitores
12

1
Nulo: — . 34200 = 1710 eleitores
20

3
Severino Sombra: — . 34200= 20520 eleitores
5

Candidato derrotado: 34200- (2850+1710+20520) = 9120 eleitores

De acordo com os valores acima, a diferenca entre Severino Sombra e o candidato
derrotado foi de 11400 votos.

Problema 9

i} Mostre que a drea de um um trifngulo equilatero € dada por A =
¥2¢2, onde £ é o lado do tridngulo,

i) E possivel construir wm triangulo equilitero de area A = %.’-rg e
contido na reglao delimitada por um circulo de raio 17 Justifique.

ii) E possivel construir um triangulo equilaters com area de A =
24/3 — 3 & contido na regifio delimitada por um quadrado de lado
17 Justifique.

iv) E posaivel construir wma curva poligonal fechada formada de 4
segmentos retilinecs justapostos com comprimentos €; = 0, con-
tida na regiao delimitada por um circulo de ralo 1, & que possua
comprimento total £ + fa + {3 + {4 maior que 277 Justifique.

) ."_ a l.'_
iJ Temos sen 607 = % %Brz i; portanto, i = %
43

. f— 2.3
A= H implica A = —=— e portanto A = £v3

i) A drea do cirenlo & An = 7ré e para r = 1 tem-se que A = 7.
As=im nao é possivel construir um trifngnlo equiliters como pede o

V3 .
D 72 {drea do trifimgulo) > 7 {drea do cireulo).

problema, pols
iii) Temes
V3 — /I _3= M
4 4

logn

o SE-12 24123
R

Portanto £ = 22 — 3 & com esta medida & possivel construir wm
trismgulo como pedido, por exemplo, construa um triangule com wm
vértice colncidindo com uwm vértice do quadrado e simétrico em relagac
a diagonal do guadrado contendo este vértice.

iv) L = 27r. Bim, se um deles passar pelo diametro e os outros 3
muito rentes ao primeiro, a soma excedera o comprimento do circulo de
ralo v = 1, que & &' = 2.

=8 — 443,



Problema 10

Savarina escravau um numeara intairo positive am cada lado de um quadrado. Em seguida, escraveu am cada vértice o produto
dos nimaros escrites nos lados que se encontram nesss vartice, A soma dos nimercs gscritos em dois lados opestos & 60 @
a soma dos nimeros ascritos nos outres lados & 85, Qual & a soma dos numeros ascritcs nos vartices?

19 solugdo: Sejam a. b. ¢ € d 0s NIMEros escritos nos cd c be
lados do quadrado, como na figura. Os niimeros

associados aos vertices sdo. portanto, ab, be, cd e da. e

sua soma & d

ab+bc+cd+da=Dbla+c)+d(a+c) da a ab
=(a+c)b+d)
=85x60=5100

2% solugdo: Sejam a e b dois lados adjacentes do quadrado e 60—a ¢ 85— b os
outros dois. Entéo a soma dos produtos dos comprimentos de lados adjacentes ¢

ab+ b(60— a)+ (60— a)(85— b) + (85— b)a =5100.



