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Simbolos sao ferramentas e,
assim como a musica nao é
uma sequéncia de notas, a
Matematica nao é sobre
simbolos.
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RESUMO

Esta pesquisa mostra o quanto ha uma conexdao intrinseca entre a musica e a
matematica, a qual pode ser utilizada no ensino de conteddos matematicos como
recurso motivador. Em particular, pode-se observar a aplicabilidade em funcbes
trigonométricas.

O presente trabalho ainda aborda o novo documento da Educacdo Basica
Brasileira que € a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e, com intuito e
preocupacdo de melhorar o ensino da Matematica Basica, também apresenta o
Conhecimento Especializado do Professor de Matematica (MTSK) que auxilia muito
os professores a melhorarem sua didatica, pois a maior preocupacdo é a
aprendizagem do aluno.

Dedica-se um capitulo a abordagem dos conceitos matematicos necessarios
para o desenvolvimento da proposta pedagodgica contida neste trabalho.

Por fim, propde atividades para Funcdo Trigonométrica utilizando a musica

como recurso metodoldgico com apoio dos softwares GeoGebra e Audacity.

Palavras-chave: MATEMATICA — MUSICA — CONHECIMENTO ESPECIALIZADO —
BNCC — FUNCAO.
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ABSTRACT

This research shows how much there is an intrinsic connection between music
and mathematics which can be used in teaching mathematical content as a motivating
resource. In particular, one can observe the applicability in trigonometric functions.

The present work also addresses the new Brazilian Basic Education document,
which is the National Common Curricular Base (BNCC) and with the intention and
concern to improve the teaching of Basic Mathematics, it also presents the Specialized
Knowledge of the Mathematics Teacher (MTSK), which greatly teachers to improve
their teaching skills, as the main concern is student learning.

Soon there is a chapter with approaches to the mathematical concepts
necessary for the development of the pedagogical proposal contained in this work.

Finally, it proposes activities for the Trigonometric Function using music as a
methodological resource with the support of GeoGebra and Audacity software.

Keywords: MATHEMATICS - MUSIC - SPECIALIZED KNOWLEDGE - BNCC -
FUNCTION.
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INTRODUCAO

Neste inicio, faco uma breve mencdo da minha trajetéria na carreira como
professora de matemaética e as experiéncias que me levaram a escolher o tema que
proponho nesta dissertacao.

O interesse em trabalhar o assunto que envolve Mateméatica e Mdsica surgiu
pelo fato de gostar muito de matematica e depois em me identificar com a musica.

Aos onze anos de idade iniciei os estudos musicais, para aprender a tocar 0s
instrumentos 6rgdo e teclado, instrumentos este que pertencem a classe dos
instrumentos aerofones que segundo Rocha (2019) sao instrumentos cuja vibragao
sonora principal se da pelo ar, podendo ser classificados como livres e sopros, no qual
entre os livres estdo os 6rgaos e as sanfonas, e nos sopros, trompetes, flautas e
instrumentos de palhetas. Mas vale ressaltar que atualmente os 6rgaos e teclados séo
instrumentos eletrénicos, pois possuem sons que imitam diversos instrumentos. Para

ilustrar os instrumentos citados aqui, coloquei as figuras 01 e 02.

Figura 01 - Instrumento Org&o

Fonte: https://www.lojadaorganista.com.br/produtos/orgao-harmonia-hs-45-lux-preto-fosco, 2020.
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Figura 02 - Instrumento Teclado Musical

AL

Fonte: https://supersonora.com.br/teclado-musical-ct-x800-casio, 2020.

No decorrer deste estudo musical verifiquei que teria que ter uma base bem
forte de matematica para que pudesse me sentir mais confortavel em entender os
conceitos musicais. A partir dai tudo ficou mais interessante, pois aliaria dois
conhecimentos que gosto muito.

A matematica sempre me motivou para sua aprendizagem, bem como a musica
atraves dos instrumentos. Fiz curso durante dois anos com uma professora particular,
no qual passei por trés testes para ser uma organista na igreja. Esses testes eram
feitos gradualmente, cada etapa era mais dificil que a anterior, € 0S mesmos eram
feitos por membros da igreja que tinham conhecimentos musicais muito fortes.

Durante 14 anos dei aulas de musica e muitas vezes me peguei ensinando
adicao e subtracdo de fragOes nessas aulas, o que cada vez mais me fazia sentir mais
vontade em fazer algo para ensinar matematica.

Entdo, ao entrar na graduacdo de Licenciatura em Matematica, o desejo
sempre foi estudar e entender o0s lagos que estas duas areas traziam, logo, no
decorrer desta jornada ao saber do Trabalho de Concluséao de Curso, resolvi abordar
este assunto estudando na aplicacdo em Progress6es Geomeétricas.

Pude observar que uma escala cromatica®l musical forma uma Progressao
Geométrica de razdo '¥/2 e, levando isto para a sala de aula, consegui ver um grande
interesse por parte dos alunos. Na aula em que foi apresentado essa “Progressao
Geométrica Musical”’, eu levei um teclado para a sala de aula e toquei a escala

cromatica musical para os alunos e disse que aquilo era uma P. G. Eles ficaram

L A escala cromdtica é uma escala formada pela sequéncia de 12 notas (D8, D6 #, Ré, Ré #, Mi, F4, Fa #, Sol, Sol
#, L4, La #, Si (FRAGA, 2015).
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encantados dizendo que tinham conseguido “ouvir numeros”. Foi uma fantastica
experiéncial

Durante esses 15 anos de trajetdria como professora de Matematica, tenho
observado que os alunos prestam muito mais atencéo nas aulas quando se leva algo
que faz sentido junto com o conteddo matematico a ser aprendido. Em algumas aulas
de Grandezas Proporcionais, por exemplo, tenho pedido para eles levarem receitas e
os produtos feitos em casa para a apresentacdo do contedudo, o que sempre trouxe
resultados positivos. Também gosto muito de trabalhar poliedros construindo alguns
s6 com palitos, jujuba ou massinha, o que também provoca grande interesse por parte
dos alunos.

E valido salientar que a musica traz outros contetidos podem ser trabalhados
fazendo a conexdo com a matematica. Foi citado que, em meu trabalho de concluséo
de curso, abordei o tema de Progressdao Geométrica. Porém, vale ressaltar que
podemos trabalhar o contetdo de fracdes e suas particularidades.

Aqui trabalharemos a conexdo da mdusica e as fungdes trigopnométricas
utilizando programas como recursos para nos auxiliar nas apresentacdes dos sons
musicais, mostrando o quanto a matematica esta presente.

No decorrer do trabalho alguns outros assuntos ainda seréo citados em que se
trabalha a conectividade da musica com a matemética.

Vale ressaltar que um fato curioso € que os professores de musica lidam com
esta area facilmente, mesmo sem deterem conhecimentos matematicos especificos e
amplos.

A conexao entre Mateméatica e Musica vem de longa data, desde que Pitagoras,
na Antiguidade, esticou uma corda e observou que, ao pressionar a metade da corda,
obtinha a mesma nota da corda solta, porém, uma oitava acima, ou seja, com 0 som
mais agudo. E trabalhando com as outras divisdes desta corda descobriu-se que as
principais consonancias e combina¢des de sons mais agradaveis eram as quartas e
quintas puras. Este assunto sera tratado logo no primeiro capitulo deste trabalho.

Segundo Silva et al. (2018), mesmo que haja registros do surgimento da musica
no periodo pré-historico como modo de expressao de sentimentos, foi por volta do
século VI a.C. que se comecou a pensar no estudo da musica, sendo Pitagoras de
Samos o primeiro tedrico matematico famoso a iniciar esse estudo da relacdo entre
matematica e musica. De acordo com a lenda, depois de Pitagoras ouvir sons de

martelos que vinham de uma ferraria e soavam de maneira harmonica, teve a ideia de
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investigar as relagdes harmonicas existentes entre os sons. Ressaltando que, para o
estudo da construcao da escala, ele utilizou um instrumento chamado de monocaordio.

No segundo capitulo € necessario fazer uma abordagem sobre o novo
documento da Educacéo Basica Brasileira, que € a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), que traz varias competéncias e habilidades para se desenvolver com os
discentes de acordo com cada etapa escolar.

Ja no terceiro capitulo fiz uma abordagem do estudo sobre o Conhecimento
Especializado do Professor de Matematica (MTSK) e Aprendizagem Significativa, para
que assim busgquemos maneiras de melhor transmitir os contelldos para 0S N0Ssos
alunos, buscando sempre valorizar a aprendizagem com satisfacado e motivagao.

Posteriormente no capitulo quatro fiz uma abordagem de matematica basica,
gue serve de suporte para os assuntos abordados neste trabalho, e para sugestéo de
aulas utilizando matemética e musica apresentei uma proposta de ensino.

Finalmente, no capitulo 5, venho mostrar a proposta com o passo a passo a luz
do conhecimento especializado do professor de matematica para que seja trabalhado
em sala de aula a teoria musical como recurso motivador para se aprender
matematica. Esse capitulo é composto por varias sugestdes para auxiliar o professor

em sala de aula, quando lhe for conveniente e for de seu interesse.
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CAPITULO 1
MATEMATICA E MUSICA

A Matematica e a Musica possuem lacos muito fortes, uma vez que um musico,
para ter contato com a teoria musical, precisa ter pelo menos um conhecimento basico
de Matemaética.

Neste contexto, para que haja fortalecimento nesta questao, é necessério que
se fagca um passeio pela historia da Matematica e MUsica, ja que esta relagéo é tao
perceptivel.

Segundo Carvalho (2005), as primeiras maneiras de se produzir sons foi
atraves de tubos sonoros e cordas. No qual as pessoas ouvem 0s sons pelo timpano,
que € uma membrana que vibra quando é alcancado pelas ondas sonoras, que sédo
vibrac@es transmitidas pelo ar.

E valido salientar que quando estavam fazendo descobertas musicais também
estavam fazendo descobertas matematicas (CARVALHO, 2005).

Em Carneiro (2018), ha uma pesquisa sobre musica e matemética, que indica
gue a assimilacdo entre os conhecimentos musicais e matematicos podem ser
compreendidos ao longo da histéria da humanidade, de maneira que, na cultura
ocidental, desde a Antiguidade, verifica-se estudos que estabelecem relacdes entre
as duas éareas. Desse modo ha que destacar alguns mateméaticos, musicos e
pensadores na generalidade que prescreveram essas relacdes entre as duas areas.
Séo eles: Arquitas, Boetius, Daniel Bernouilli, Descartes, Euler Ohm, Fourier, Galileu
Galilei, Helmholtz, Kepler, Mersenne, Pitagoras, Rameau, Saveur, Vincenzo Galilei,
Wallis e Zarlino, e assim por diante.

De acordo com o que Cassiodorus apud Assayag (2002) apontou no século VI,
Matematica é "aquela ciéncia que considera quantidade abstrata" tendo quatro

divisGes: aritmética, musica, geometria e astronomia e Musica é:

a disciplina que trata de nimeros em relagdo as coisas encontradas em
sons, como duplo, triplo, quadruplo e outros chamados relativos que séo
semelhantes a estes (CASSIODORUS apud ASSAYAG, 2002, p. 02).

E em seguida menciona que a mdasica possui trés partes: Harmonicas,

Ritmicas, Métricas. Sendo que Harmonicos é a ciéncia musical que distingue os altos
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e baixos em sons, Ritmica € aquela que pergunta se as palavras combinadas soam
bem ou mal juntas e Métricas € aquela que, por um raciocinio valido, conhece as
medidas dos varios medidores. Considera a musica como disciplina cientifica, que era
entendida como uma matematica /ciéncia que abrangeu os varios aspectos do som
ordenado, incluindo o som da fala formal e da poesia.

Vale salientar que, conforme Kirk, apud, Assayag (2002), a observacdo da
muasica como disciplina tedrica, por sua vez, ja apresentava uma longa historia
racional. Comecando tudo, no minimo, no mundo ocidental, com Pitagoras, um fildsofo
que viveu no século VI a.C., sobre o qual ndo ha uma Unica linha escrita. Entretanto,
alguns escritores declaram que ele especulou sobre a correspondéncia entre a
qualidade consoante de alguns intervalos musicais e a simplicidade e ainda as

multiplas relacbes mutuas dos quatro primeiros nimeros inteiros.

1.1 CONTEXTO HISTORICO NA VISAO PITAGORICA

De acordo com Granja (2014), existe uma lenda sobre os estudos de Pitadgoras
entre nimeros e sons, assim: Pitdgoras passava perto de uma oficina de ferreiros
guando ouviu sons de batidas de martelos e percebeu que alguns sons soavam
agradaveis (sons consonantes), que geravam uma harmonia, e outros soavam como
ruidos (sons dissonantes), verificando assim quando dois martelos soavam bem ou
nao. E pelos pesos descobriu que a razdo dos sons era de 1 para 2.

Assim sendo, o primeiro a investigar sobre esse assunto foi 0 matemético
filosofo Pitagoras no final do século VI a.C., contribuindo assim com a construgdo da
primeira escala musical para que os instrumentos pudessem ter uma afinacao, ja que
0s mesmos eram tdo rudimentares (GRANJA, 2014).

Conforme Granja (2014) Pitagoras fez os seus estudos em um instrumento com
uma corda sé esticada sobre trés cavaletes, sendo 2 fixos e 1 mével para que
pudessem verificar as fragcdes dos sons. Nesse caso verificou que a corda solta emitia
um som e ao pressionar na metade da mesma, produzia 0 mesmo som, porém mais
agudo, ou seja, uma oitava acima, chamada de oitava justa. E ao dividir a corda em

2/3 também conseguia um som harmonioso, que entdo se tinha a quinta justa e a %

do comprimento da corda verificou um terceiro som harmonioso que é a quarta justa.

Enquanto que nos outros sons havia sons ruidosos e ndo harmoniosos.
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Para essa investigagcao, construiu um instrumento denominado “monocérdio”,
que se tratava de uma caixa de ressonancia sobre a qual era estendida uma Unica
corda presa a dois cavaletes em suas extremidades e um terceiro movel entre esses

dois, segundo a figura 03.

Figura 03 - O Monocordio de Pitagoras

Fonte:http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-construcao-de-um-
monocordio/., 2020.

E valido, segundo Abdounur (2006), deixar claro que o objetivo de Pitagoras
era verificar as relacbes harmoénicas das vibragdes da corda conforme as divisdes por
pequenos numeros inteiros (até o nimero 4) em seu tamanho e que a harmonia
sonora corresponde ao conceito de consonancia, ou seja, indica a combinacao de
varios sons simultaneos que sédo interpretados de forma agradavel para o ouvido
humanao.

Ainda de acordo com Silva et al. (2018), outro aspecto que deve ser
evidenciado é que, para o0s pitagoricos, existia um misticismo em relacdo a
matematica, a natureza e ao universo, uma vez que o0s recentes avan¢os matematicos
da época serviam para descrever perfeitamente diversos fenébmenos naturais,
colocando como exemplo o namero 4 o primeiro quadrado perfeito par, que dava
origem a todo o universo, a todo o mundo material, que esta associado as 4 estacoes,
aos 4 elementos da natureza (o fogo, o ar, a terra e a agua), etc. Sendo assim, 0s
nameros inteiros considerados como consonancias eram 1, 2, 3 e 4, que geravam
toda a perfeicéo e depois escalas com sete tons.

Para sintetizar a ideia dos pitagoéricos, consoante Abdounur (2006), € dito que
eles acreditavam que tudo no universo era racional e que podia ser expresso por
nameros que tinham harmonia em suas relacbes. E através do monocérdio que

construiu € que se dispds a encontrar essas relagdes e construir uma das primeiras


http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-construcao-de-um-monocordio/
http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-construcao-de-um-monocordio/
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escalas musicais da historia. Destaca-se que esse experimento de Pitagoras causou
tanto impacto que é considerado como o primeiro experimento cientifico da histéria da
humanidade, pois nele foram utilizados métodos e regras que, mais tarde, atingiriam
0 ponto maximo no método cientifico de pesquisa.

E dito em Abdounur (2006), que Pitagoras verificou em seu experimento que,
ao pressionar um ponto situado a 3/4 do comprimento da corda em relacdo a sua
extremidade, quando tocado ouvia-se uma quarta acima do tom emitido pela corda
inteira. Pressionando 2/3 do tamanho real da corda, percebia o som de uma quinta
acima e ao pressionar 1/2 da corda, alcancava-se uma oitava do som original. Logo
depois dessa experiéncia, passam a chamar os intervalos de consonéancias
pitagodricas. Assim a primeira descoberta da musica foram os sons, D0, Sol, Fa e D6
(CARVALHO, 2005).

E valido salientar que, quanto mais longa € a corda, mais grave é o som.
Quanto mais curta a corda, mais agudo € o som. Nesse caso, quanto maior a
frequéncia, mais agudo é o som e quanto menor a frequéncia, mais grave é o som.

Naquela ocasido, se mostrou significativa a descoberta da relacdo entre razéo
de numeros inteiros e tons musicais. Isso gerou uma duvida fundamental para
Pitdgoras, sobre onde dar-se-ia o desenrolar da relagdo matemética/musica. Sendo
assim, associou os intervalos musicais referentes as consonancias perfeitas — oitava,
quinta e quarta - as rela¢des simples 1/2, 2/3 e 3/4 , conforme figuras 04, 05 e 06.
Os pitagodricos sustentavam a doutrina de que “Tudo € numero e harmonia,” por isso

a questao de comparar “tudo” aos numeros.

Figura 04 - Oitava de Pitagoras

L

Oitava

Fonte: https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais vii simmi 2016.pdf., 2020.



https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf
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Figura 05 - Quarta de Pitagoras
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Fonte: https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_ 2016.pdf., 2020.

Figura 06 - Quinta de Pitagoras
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Fonte: https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf., 2020.

Para Pitagoras, o intervalo fundamental da escala era a oitava, por isso 0s
pitagéricos a tomam como universo da escala. Entdo o problema seria dividir a oitava
em sons onde determinaria a linguagem musical para se expressar. Logo, tornou-se
natural que, a partir de uma nota determinante da oitava-universo junto a sua oitava
superior, caminhariam por intervalos de quintas ascendentes e descendentes, onde
retornaria a nota equivalente (ABDOUNUR, 2006).

Segundo Granja (2014), a escala era feita por ciclos de quintas, conforme a
tabela 01 abaixo:


https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf
https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf
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Tabela 01 - Ciclos de quinta

Comprimento | Ciclos de quinta | Comprimento | Condicdo de | Fracao
da corda (L) | (2/3 de Li) resultante (Lr) | existéncia equivalente
1/2 < Lr< 1 7? | (oitava: x 2)
1 2/3del 2/3 =0,666.. | Sim -
2/3 2/3de 2/3 4/9 = 0,444.. | Nao 8/9 = 0,888...
8/9 2/3de 8/9 16/27~ 0,59 | Sim -
16/27 2/3 de 16/27 32/81 ~ 0,395 | Nao 64/81 ~ 0,79
64/81 2/3 de 64/81 128/243 ~ 0,53 Sim -

Fonte: Autora, 2020.

A partir disso, consoante Abdounur (2006) ha como exemplo, que ao comecar
pela nota f4, apds uma quinta ha um dé, e seguindo por mais uma quinta ascendente
obtém-se um sol, logo depois um ré, depois 14, logo em seguida mi e por fim o si.
Neste caso forma-se uma sequéncia de fa, do, sol, ré, 14, mi e si, mas ao ser
remanejada a oitava inicial, tem-se a sequéncia do, ré, mi, fa, sol, 1a, si, do, sendo a
mesma constituida por quintas puras, que € uma relacdo de comprimento de 2/3 e
denomina-se como gama pitagorica. E importante destacar que as notas S&o
colocadas com essa nomenclatura para maior facilidade de compreensdo, mas na
época em que foram criadas ndo tinham esses nomes. Este processo anterior é
denominado quintas ascendentes e quartas descendentes, onde se limitam ao espaco
da oitava referéncia sem repeticédo de notas.

Citando como exemplo o teclado que hoje existe, ao atribuir-se comprimento 1,
e percorrendo uma escala de dé a do por quintas ascendentes, teremos as notas; sol
com comprimento 2/3, ré com 8/9, la com 16/27, mi com 64/81, si com 128/243 etc. e
no percurso descendente, as notas f& com 4/3, etc., originando entdo a seguinte
configuracéo da tabela 02 (ABDOUNUR,2006):

Tabela 02 - Escala de D6 a D6

Do

Reé

Mi

Fa

Sol

La

Si

Do

8/9

64/81

3/4

2/3

16/27

128/243

1/2

Fonte: Autora, 2020.
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Pelo fato do si e do mi possuirem relacbes diferentes com o do, segundo
Abdounur (2006), porque possuiam numeros relativamente grandes, essa gama veio
a ser substituida de forma gradativa no século XVI, que entédo passou a surgir 0s graus
conjuntos com a seguinte sequéncia, 9/8, 9/8, 256/243, 9/8, 9/8, 9/8, 256/243, que
corresponde a escala musical com intervalos de tom, tom, semitom, tom, tom, tom,
semitom temperados.

Verifica-se estas relacdes observando a guitarra inspirada por Pitagoras na
Figura 07. Entdo, assim sendo, segundo Miritz (2015), pode-se dizer que Pitagoras
acabou concluindo que as relacbes numéricas da natureza estavam presentes na

musica, existindo no interior de sua harmonia.

Figura 07 - Propor¢des de Pitdgoras em uma Guitarra
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Fonte: https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf. , 2020.

Segundo Granja (2014), observou-se que a escala de Pitdgoras possuia dois
problemas principais, porque até entdo Pitagoras tinha subordinado a escala aos
nameros, onde 0s numeros regiam a musica. Apos 0 Renascimento 0 som passou a
ser um fendbmeno fisico, dai passa-se a analisar a fisica dos sons, na qual séo
representados por ondas (compressdao e rarefacdo). O som musical tem uma
regularidade, ndo sendo ruidoso como o som do mar, e essa regularidade é medida
pela frequéncia (numero de vibracdes por intervalo de tempo), a qual nosso ouvido

entende como uma nota (altura). No caso do violdo, quanto maior o comprimento da


https://files.cercomp.ufg.br/weby/up/631/o/anais_vii_simmi_2016.pdf
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corda, menor € a frequéncia, ou quanto menor o comprimento da corda, maior é a
frequéncia.

A partir de entdo, ndo se passa a ver a escala como fracdo nas cordas, mas
sim como vibragdes das notas (frequéncias). O primeiro problema da escala pitagorica
€ gue o ciclo de quintas ndo coincide com o ciclo de oitavas, apenas com 7 ciclos de
oitava tem uma pequena diferenca com os 12 ciclos de quintas, que gera uma
diferenca chamada de coma pitagoérica (GRANJA, 2014).

Durante a construcdo da escala por quintas, comecando pelo do, o ciclo se
fecha, formando a seguinte sequéncia: do, sol, ré, 14, mi, si, fa#2, do#, sol#, ré#, la#,
fa, do, ressaltando que na gama temperada essas notas correspondem a
aproximacfes dos sons de fatos alcancados. Pelo fato das quintas puras se
diferenciarem das quintas temperadas, houve a necessidade de um desajuste, onde
aconteceu o seguinte: as quintas temperadas possuem frequéncias correspondentes
a 27/12 = 1,49830 < 3/2, enquanto que as quintas puras possuem frequéncia que
corresponde 3/2. Sendo assim apds o percurso de n quintas puras, a nota alcancada
correspondera a uma frequéncia multiplicada por (3/2)", que nunca podera igualar-
se precisamente a 2™, fator multiplicado a frequéncia inicial quando percorre m oitavas
(ABDOUNUR, 2006). Observe as notas da Escala Cromatica na figura 08:

Figura 08 - Notas da Escala Cromatica

do# ré# fa# sol# 1a#
réeb mib mib lab sib

Fonte:https://msicasimples.wordpress.com/2015/11/11/comportamento-da-escala/, 2020.

Nesse caso, de acordo com Abdounur (2006), o melhor desajuste corresponde

a adequacéo apds doze quintas e sete oitavas, pois 27 = 128 é aproximadamente

129,746 = (3/2)12. Considerando isto, 0 percurso de quintas continua formando notas

2 0 simbolo “#” significa sustenido, que segundo Fraga (2015), um sustenido, por defini¢cao, é a
menor distancia entre duas notas na musica ocidental.
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bastante préximas daquelas adquiridas no primeiro ciclo, gerando assim uma espiral
infinita.
Para melhor compreensao considere infinitos pontos marcados sobre uma

espiral, que identifica o processo do temperamento, conforme a figura 09.

Figura 09 - Escala musical temperada

Fonte: https://laboratoriodeluthieria.wordpress.com/2015/07/02/temperamento-a-musica-atraves-dos-
numeros/, 2020.

Na Idade Média, tem-se como forte contribuinte, segundo Sadie apud Abdounur
(2006), para a sistematizacdo da musica ocidental o escritor Boetius (480-524 d.C.),
cidaddo romano. Em seu raciocinio, Pahlen (1991:32) apud Abdounur (2006),
considerava a musica uma forca que impregnava todo o universo e um principio
unificador tanto do corpo e alma do homem quanto das partes de seu corpo, em sua
obra De Institutione Musica. Apoia-se na doutrina pitagérica das consonancias, e faz
uso da matematica para racionalizar as consonancias musicais e o principio da divisao
do monocordio.

De acordo com Abdounur (2006), até este periodo a musica era caracterizada
pela melodia. Sendo assim, considerada monofénica, onde vigorava a quarta, heranca
dos gregos. Entdo a partir de observacdes de que, ao cantar, ouvia se uma voz
principal que seria acompanhada por outra voz chamada organal em intervalos de
quintas ou quartas paralelas, tratando-se assim de duplicacdo na oitava, podia ser

chamada de musica polifénica. Essa € a ideia de contexto harménico.


https://laboratoriodeluthieria.wordpress.com/2015/07/02/temperamento-a-musica-atraves-dos-numeros/
https://laboratoriodeluthieria.wordpress.com/2015/07/02/temperamento-a-musica-atraves-dos-numeros/
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Com o desenvolvimento e sofisticacdo da matematica, chega-se a Série de
Fourier, desenvolvida dez séculos depois, que trata das consonancias referidas
apresentarem as trés primeiras distancias intervalares existentes no desenvolvimento
de um som (ABDOUNUR, 2006).

Ademais, a analogia da matematica com o pitagorismo, no trabalho de
Descartes®, manifesta-se na formulacdo de axiomas preliminares, afirmando que a
oitava apresentava-se como Unico intervalo simples produzido por um comprimento
divisor da corda inteira. O pensador explicou que nenhuma frequéncia consonante
com uma nota daquele intervalo poderia ser dissonante com alguma outra. Para
Descartes, a nota mais grave era mais poderosa que a mais aguda, pois 0
comprimento da corda que gera a primeira, contém todos aqueles pertinentes as
menores (ABDOUNUR, 2006).

Portanto, vale ressaltar que essa sequéncia significa uma progressao
geométrica. Assim sendo, se obtém nessa divisdo a escala musical mais utilizada
atualmente, denominada de escala temperada ou escala cromatica (L4, La#, Si, DG,
Do6#, Ré, Ré#, Mi, Fa, Fa#, Sol, Sol#, L4a) representada na tabela 03.

Tabela 03 - Frequéncia das notas musicais

NOTA SIMBOLO TERMOS DA PROGRESSAO FREQUENCIA

GEOMETRICA* (H2)

an=220(%2)M-1

La A a1 =220 220
La# / Sib A# [ Bb az=20. (42! = 233,081880... 233
Si B as =220 (9212 =246,941650... 247
Do C as =200 (9213=261,625565... 262
Doé#/Réb | C#/Db as =220 (92 )%= 277,182630... 277

3 Matemdtico e filésofo (ABDOUNUR, 2006).
4 Para mais detalhes desta Progress3o Geométrica
(https://www.youtube.com/watch?v=_r3DgAJhgMs&feature=emb_logo).
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Ré D as =220 (42 5= 293,664767... 294
Ré#/Mib | D#/Eb a7-220. (326 = 311,126983... 311
Mi E as = 220, (/2 )7 = 329,627556... 330
Fa F a9 =220 (Y2 )8=349,228231... 349
Fa#/Solb | F#/Gb a10=220.(%2)°= 369,994422... 370
Sol G a1 =220 (/210 = 391,995435... 392
Sol#/Lab| G#/Ab a2 - 220 (42 )1 = 415,304697... 415
La A ai3 = 220. (1\2/5 y12=1440 440

Fonte: Autora, 2020.

1. 2 UMA VISAO DIDATICO/PEDAGOGICA DAS RELACOES EM
MATEMATICA/MUSICA

Héa como relacionar varios conteidos matematicos com a musica, por exemplo,
sons com a Funcdo Trigonométrica, altura musical com frequéncia, intensidade
musical com amplitude de onda, temperamento com progressdo geométrica, série
harmdnica com Séries de Fourier (ABDOUNUR, 2006).

Verifica-se que, em Abdounur (2006), as pesquisas e as oficinas
interdisciplinares proporcionaram maior compreensao das trajetérias da musica e
matematica, tendo como exemplos, 0s conceitos de consonancia/dissonancia, timbre,
harmoénicos, batimentos, intensidade e altura musicais, apresentando como
identificacdo por meio de codigos matematicos de sons.

E de se notar que a capacidade de construcéo de experimentos utilizando-se
das tecnologias faz com que se abra horizontes ndo somente para o aprendizado de
conceitos complexos sem estrutura tedrica suficiente mas, de acordo com Abdounur
(2006), permite tal aprendizagem, ainda que em nivel informal, em periodos anteriores

aqueles de antes, considerados mais adequados.
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Pode-se dizer que as tecnologias representam as dinamicas de
pensamento/sentimento, destacando a rede de significados, modificando assim as
concepcdes de inteligéncia e conhecimento. E valido ressaltar que varias ideias de
consonancia, altura, etc., chegam de relativamente diferentes vivéncias sem perda de
identidade e reducdo, mas um fortalecimento capaz de desvendar interpretacoes
antes ocultas (ABDOUNUR, 2006).

Um exemplo que ilustra de modo significativo o que foi dito antes é o fato de
relacionarmos a “soma” ou sobreposi¢cao de intervalos musicais com o produto de

razBes em matematica. Assim sendo Abdounur (2006) diz:

a percepcdo de que mesmas sensacdes sonoras foram acrescentadas
auditivamente traduz-se, do ponto de vista matematico, como um produto de
razbes, propiciando portanto a associacdo entre conceitos de ambas as
areas, que interagem mutuamente, estabelecendo ainda rela¢es internas
em seus terrenos peculiares de distintas maneiras (ABDOUNUR, 2006, P.
290).

Portanto, sendo assim, de acordo com Abdounur (2006), a matematica contribui
com o suporte silencioso para a evolucdo dos sistemas musicais, sendo que ao
mesmo tempo a musica, por sua vez, manifesta modelos também presentes na
matematica, contribuindo assim de forma mutua para a evolucao da ciéncia/arte.

Entendendo que a musica e seus recursos sao uma maneira de motivar o0s
alunos para a aprendizagem de contedudos de matematica, em particular, funcdes
trigonométricas, é necessario identificar essa possibilidade sob o prisma da nova lei
que rege a educacdo brasileira, a saber, o novo documento denominado Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) o qual viabiliza as conexdes de diversas
competéncias com objetivo de entendimento das habilidades.

Para tanto, havera no capitulo seguinte uma breve apresentacao desta lei.
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CAPITULO 2
BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCC)

Atualmente, tem-se um novo documento muito importante para a educacao
basica brasileira, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que traz as
competéncias e habilidades para uma aprendizagem de sucesso. Dentre todas as
habilidades, no préximo capitulo apresenta-se trés dessas habilidades, e nelas se
busca, juntamente com o objeto da musica, introduzir a matematica de uma forma
diferenciada da que se tem nos livros escolares. Mostrar-se-a como utilizar a ligacao
entre essas duas areas juntamente com o software matematico, visando obter uma
aprendizagem mais prazerosa e significativa.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) € uma nova normatizacao que veio
para fortalecer a educacao brasileira. Sendo assim, para se embasar em questées
tedricas para a préatica pedagdgica, deve-se recorrer a BNCC do Ensino Médio, ja que
o foco desta pesquisa € um contetdo do Ensino Médio.

Vale ressaltar que este documento traz varias competéncias e habilidades para
uma melhor aprendizagem, logo, neste capitulo ha a apresentacédo das competéncias
e habilidades da Matemética, as quais sdo necessarias para a abordagem do
conteudo deste trabalho.

Segundo a BNCC (2017)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de
carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao
longo das etapas e modalidades da Educacéo Basica, de modo a
que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano
Nacional de Educacéo (PNE) (BNCC, 2017, p. 07).

Dessa maneira, ha a expectativa de que a BNCC domine a distribuicdo das
politicas educacionais, facilitando o fortalecimento do regime de colaboragéo entre as
trés esferas de governo. Segundo a BNCC (2017), as principais aprendizagens
estabelecidas na BNCC precisam apoiar, garantindo aos estudantes o
desenvolvimento de dez competéncias gerais que compdem, no ambito pedagadgico,
os direitos de aprendizagem e desenvolvimento.

Destaque-se que na BNCC (2017), competéncia é definida como o impulso de

conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (préaticas, cognitivas e
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socioemaocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, em pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

Segue abaixo as competéncias gerais da Educacdo Basica que articulam-se
na construcdo de conhecimentos, no desenvolvimento de habilidades e na formacéao
de atitudes e valores, nos termos da LDB (BNCC, 2017).

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcdo de uma sociedade justa,
democratica e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginagéo
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hip6teses, formular
e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestagdes artisticas e culturais, das locais
as mundiais, e também participar de praticas diversificadas da producgéo
artistico-cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras,
e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar
informacdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e
comunicacéo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informag6es, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de
conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagbes
proprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da
cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacfes confidveis, para
formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que
respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e
0 consumo responsavel em ambito local, regional e global, com
posicionamento ético em relagdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do
planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional,
compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas emocdes e
as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucéo de conflitos e a cooperacéo,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos
humanos, com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de
grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem
preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade,
flexibilidade, resiliéncia e determinacdo, tomando decis6es com base em
principios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios (BNCC,
2017, p. 09).

A BNCC, por sua vez, apresenta indicacfes sobre as decisdes pedagogicas

que devem estar orientadas para a aplicacdo de competéncias. Vale ressaltar que
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mediante essa indicacdo tem-se a clareza do que os alunos devem “saber”
(atendendo a questdo de habilidades, conhecimentos, valores e atitudes) e,
especialmente, e do que devem “saber fazer” (atendendo a motivagdo desses
habilidades, conhecimentos, valores e atitudes para resolver as necessidades
complexas da vida do dia a dia, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do
trabalho). A determinacdo das competéncias disponibiliza referéncias para o
enriqguecimento de acfes que afirmam as principais aprendizagens estipuladas na
BNCC.

Além disso, de acordo com BNCC (2017), a BNCC e curriculos tém como
responsabilidade complementares garantir as aprendizagens essenciais
determinadas para cada etapa da Educacdo Basica, ressaltando que tais
aprendizagens sO se concretizam por meio de um conjunto de decisbes que
caracterizam o curriculo em acdo. Sendo que essas decisdes vao conciliar as
proposicdes da BNCC a realidade local, levando em conta a autonomia dos sistemas
ou das redes de ensino e das instituicbes escolares, como também o contexto e as
caracteristicas dos alunos. Tais decisdes, que resultam de um processo de
envolvimento e participacdo das familias e da comunidade, referindo-se a outras

acOes, sao expressas como (BNCC, 2017):

» contextualizar os conteudos dos componentes curriculares, identificando
estratégias para apresenta-los, representa-los, exemplifica-los, conecta-los e
torna-los significativos, com base na realidade do lugar e do tempo nos quais
as aprendizagens estao situadas;

» decidir sobre formas de organizacdo interdisciplinar dos componentes
curriculares e fortalecer a competéncia pedagdgica das equipes escolares
para adotar estratégias mais dindmicas, interativas e colaborativas em
relacdo a gestdo do ensino e da aprendizagem;

» selecionar e aplicar metodologias e estratégias didatico-pedagdgicas
diversificadas, recorrendo a ritmos diferenciados e a conteddos
complementares, se necessario, para trabalhar com as necessidades de
diferentes grupos de alunos, suas familias e cultura de origem, suas
comunidades, seus grupos de socializacao etc.;

« conceber e pbr em pratica situagdes e procedimentos para motivar e engajar
os alunos nas aprendizagens;

« construir e aplicar procedimentos de avaliagdo formativa de processo ou de
resultado que levem em conta os contextos e as condi¢gdes de aprendizagem,
tomando tais registros como referéncia para melhorar o desempenho da
escola, dos professores e dos alunos;

* selecionar, produzir, aplicar e avaliar recursos didaticos e tecnoldgicos para
apoiar o processo de ensinar e aprender;

« criar e disponibilizar materiais de orientagao para os professores, bem como
manter processos permanentes de formacdo docente que possibilitem
continuo aperfeicoamento dos processos de ensino e aprendizagem;
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* manter processos continuos de aprendizagem sobre gestdo pedagdgica e
curricular para os demais educadores, no &mbito das escolas e sistemas de
ensino (BNCC, 2017, p. 16).

De acordo com a BNCC (2017), no Ensino Médio o ponto principal que deve
ser ressaltado é a construcdo de uma visao integrada da Matematica, aplicada a
realidade. Assim sendo, quando a sugestdo € a realidade, é preciso considerar as
vivéncias do dia a dia dos discentes do Ensino Médio, no qual se envolvem em
diversos graus dados por suas condicfes socioecondmicas, pelo desenvolvimento
tecnolégico, pelas determinacbes do mercado de trabalho, pela capacidade das
midias sociais, dentre varios outros. Portanto essas considera¢des colocam a area de
Matematica e suas Tecnologias diante da incumbéncia de aproveitar toda a
capacidade ja gerada por esses discentes, promovendo acdes que possam estimular
e provocar processos de reflexdo e de abstracéo, no qual podendo dar sustentacéo a
modos de pensar criativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos favorecendo
a tomada de decis@es direcionadas pela ética e o bem comum.

Para que essas determinacdes se materializem nessa area, segundo a BNCC
(2017), os discentes devem apresentar habilidades relativas aos processos de
investigacdo, de construcdo de modelos e de resolucao de problemas. Nesse caso,
eles, por sua vez, precisam motivar sua prépria maneira de raciocinar, representar,
argumentar, comunicar e, com base em argumentacbes e corroboracdes
concomitantes, aprender conceitos e praticar representacdes e procedimentos cada
vez mais sofisticados. Logo, para o desenvolvimento de competéncias que abarcam
0 raciocinar, € importante que os discentes sejam capazes de interagir com seus
colegas e professores, investigando, explicando e justificando os problemas
resolvidos, com énfase nos processos de argumentacdo matematica.

De acordo BNCC (2017) tem-se que:

Embora todas as habilidades pressuponham a mobilizag&o do raciocinio, nem
todas se restringem ao seu desenvolvimento. Assim, por exemplo, a
identificacdo de regularidades e padrdes exige, além de raciocinio, a
representacdo e a comunicacdo para expressar as generalizacdes, bem
como a construcdo de uma argumentagdo consistente para justificar o
raciocinio utilizado (BNCC, 2018, p. 519).

Assim sendo, sublinhe-se que, na Matematica, € necessario a utilizacao dos
mais diversos registros de representacéo e das diferentes linguagens, para que haja

a compreenséo, resolugdao e comunicacéo de resultados de uma atividade. Porque
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nesse caso faz com que os estudantes tenham mais agilidade e facilidade na area,
promovendo assim o desenvolvimento do raciocinio.

Isto posto, depois de solucionarem os problemas matematicos, 0s mesmos
necessitam mostrar e argumentar seus resultados, podendo assim haver a
interpretacdo dos resultados dos colegas e a interagdo com 0os mesmos. Tendo nesse
aspecto um grande ganho, pois os estudantes desenvolveram a competéncia da
comunicacao justificando suas consideracfes finais ndo apenas pela simbologia
matematica, mas sim através da lingua nativa.

Segundo a BNCC (2017):

Um dos desafios para a aprendizagem da Matemética no Ensino Médio é
exatamente proporcionar aos estudantes a visdo de que ela ndo € um
conjunto de regras e técnicas, mas faz parte de nossa cultura e de nossa
historia (BNCC, 2017, p. 522).

Segue abaixo, de acordo com BNCC (2017) as Competéncias Especificas de

Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questbes
econdmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
consolidar uma formacéo cientifica geral.

2. Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de acdes
para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e
socialmente responsaveis, com base na analise de problemas de urgéncia
social, como os voltados a situacdes de salde, sustentabilidade, das
implicagbes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a
conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matemética.

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequacdo das solugBes propostas, de modo a construir argumentacao
consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacao matematicos (algébrico, geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢cdo e comunicacéo de resultados de
problemas, de modo a favorecer a construgcdo e o desenvolvimento do
raciocinio matematico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como
observacédo de padrdes, experimentacdes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracdo cada vez mais formal na
validac&o das referidas conjecturas (BNCC, 2017, p. 523).
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Desta forma, como o foco desta pesquisa € a utilizacdo da teoria musical como
recurso motivador em conteldos matematicos, € necessario analisar
concomitantemente a Trigonometria e a Musica. Portanto, as habilidades que serdo
focalizadas séo (BNCC, 2017):

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que
envolvem fendmenos periddicos reais, como ondas sonoras, ciclos
menstruais, movimentos ciclicos, entre outros, e comparar suas
representacdes com as fungbes seno e cosseno, no plano cartesiano,
com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria (BNCC, 2017,
p. 528)..

(EM13MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos,
envolvendo triangulos nos quais se aplicam as relac6es métricas ou as
nocdes de congruéncia e semelhanca (BNCC, 2017, p. 529).

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das
funcdes seno e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por meio
da comparacdo das representacées em ciclos trigonométricos e em
planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais (BNCC,
2017, p. 531).

Diante disso, também aflora a necessidade de se abordar o Conhecimento
Especializado em Matemética para o professor, pois muitas vezes é pensado que
basta dominar os conceitos e conteddos matematicos para se lecionar, mas ndo € sé
isso, é necessario que se tenha uma didatica, ou seja, uma preparac¢ao para que o
discente tenha uma boa aprendizagem.

Entdo, ao se pensar nesta questdo surge a necessidade de se trabalhar o
Conhecimento Especializado em Matemética, assunto este que esta abordado no

proximo capitulo.
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CAPITULO 3
CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DO PROFESSOR DE MATEMATICA (MTSK)

Neste capitulo aborda-se o modelo tedrico conhecido como conhecimento
especializado do professor de matematica, cuja sigla em inglés (MTSK), é mais
conhecida. Este modelo apresenta dominios e subdominios que ajudam a
compreender quais conhecimentos estao presentes e SA0 necessarios para exercer a
funcdo de docente em matematica. Faz-se necessario apresentar esse modelo tedrico
agui, uma vez que na trajetoria profissional de um professor, em particular de
matematica, estdo um arcabouco de dominios, os quais destacam-se o de
conhecimento especifico de matematica e dos conhecimentos pedagdgicos dos
conteldos de mateméatica. Sendo assim, por este conjunto de ideias pode-se
compreender mais precisamente o pano de fundo da execucédo de um contetdo de
matematica. Desta forma, é possivel aliar o0 conhecimento prévio do professor, um
objeto metodoldgico como a musica, uma normativa educacional, a BNCC, e um
conteddo de matematica, no caso func¢des trigpnométricas.

Observando os alunos em sala de aula, percebe-se que eles apresentam
muitas dificuldades para aprender os conceitos matematicos e ainda que, as vezes,
h& professores que, mesmo dominando muito bem os contetdos, ainda precisam
repensar sua didatica ou maneira de ensinar, para que o alunos, por sua vez, tenham
um maior entendimento sobre o contetdo a ser aprendido. Pensando neste contexto,
€ gue se Vvé necessario abordar o tema deste capitulo.

De acordo com Rincon (2019) Conhecimento Especializado em Matematica é
0 conhecimento especializado, ndo necessariamente um conhecimento geral, um
conhecimento matematico do conteudo, nem relativo ao conteudo pedagdgico , mas
gue quem ensina matematica deve saber sobre a matemética que estd sendo
ensinada para alunos de determinado ano, porque o conhecimento especial é
diferente em cada ano escolar, portanto este conhecimento se especializa de acordo
com o tipo de matematica que esta sendo desenvolvida. Sendo assim, o professor
tem que passar por formagoes.

Pesquisadores das universidades do Brasil, Espanha e Portugal decidiram
caracterizar a diferenca entre o professor de matematica e o professor que ensina
matematica. Logo, o professor de matematica é aquele que assume a area de

matematica sem necessariamente ter uma formacéo de ensino pedagdgico sobre o
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conteldo da matematica escolar, e um professor que ensina matematica é treinado
para isto e estd sempre pensando em projetar atividades tipicas de uma escola de
matematica. Portanto nesse caso o professor que ensina matematica de acordo com
o Conhecimento Especializado do Professor de Matematica precisa ter conhecimento
de Pedagogia, Didatica e Disciplina (RINCON, 2019).

Sendo assim, € necessario que o professor, por sua vez, faca uma analise
sobre as suas aulas, refletindo sobre as diversas maneiras de se ensinar e transmitir
um conteudo, pois fazer com que o aluno aprenda de maneira plausivel € de suma
importéancia para o seu desenvolvimento nos assuntos a serem explorados. O
professor, ao fazer essa analise sobre o aprimoramento de suas aulas, verifica se teve
éxito ou ndo (MORIEL JUNIOR, 2014).

Logo, elaborar mudancas em suas aulas, faz com que surja um desafio para
alguns professores, pois entende-se que lidar com diferentes maneiras de ensinar de
acordo com a necessidade de cada estudante pode gerar muita inovacédo para o
professor (MORIEL JUNIOR, 2014).

Vale ressaltar que, de acordo com Moriel Junior (2014), quando o professor
possui 0 conhecimento matematico, a capacidade de dar explicacdes sobre os
conteldos que por sua vez responde as duvidas dos alunos esta imediatamente
comparada com a habilidade do professor em identificar erros dos alunos e suas
provaveis fontes.

Para Moriel Junior (2014), o Conhecimento Especializado do Professor de
Matematica tem como origem o conhecimento profissional que é especifico de
professores de matematica, do qual considera de que fora constituido por avancgos de
modelos anteriores. E ainda, segundo Araujo (2018) esse modelo foi organizado pelo
grupo comandado por José Carrillo na Universidade de Huelva, Espanha, que diz
também que o professor de Matemética possui dominio do conteido matemético e da
parte pedagdgica que se tem que trabalhar juntamente com o conteddo matematico
em questao.

Destaque-se que, segundo Moriel Junior (2014), na sua base tem como
significado de que o conhecimento de uma pessoa € a compreensao que a mesma
tem pronta para utilizar na solucdo de problemas, atingir suas metas ou realizar
qualquer tarefa. Vé-se que, segundo essa base, o conhecimento nao tem

necessidade de estar correto.
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Na visdo de Araljo (2018), esse modelo MTSK é apresentado por dois
dominios — Conhecimento Matematico e Conhecimento Pedagdgico do Conteudo —
sendo cada um deles decomposto em trés subdominios (Figura 10). Sendo que os
conceitos dos professores sobre a matematica, seu ensino e aprendizagem sao
acrescentados a ele por meio dos subdominios, pois eles dao discernimento as suas
acoes.

Segundo Rincén (2019), a sigla MTSK esta em Inglés, no qual € um modelo
apresentado por um hexagono dividido em partes iguais que considera 0s
subdominios propostos pelo modelo. Onde do lado direito sdo encontrados o
conhecimento pedagogico e didatico do conhecimento e do lado esquerdo os
possiveis conhecimentos matematicos do conhecimento pedagdgico da disciplina
matematica. Refere-se a trés os seus dominios: o Conhecimento do Ensino de
Matemética que se trata das estratégias, técnicas, tarefas e exemplos para ensinar
matematica; o Conhecimento de Caracteristicas da Aprendizagem de Matematica, no
qual verifica a aprendizagem do aluno, suas potencialidades, capacidades e
dificuldades com o conteido matematico; e o Conhecimento dos Parametros da
Aprendizagem de Matematica, que se refere ao desenvolvimento conceitual e
procedimental esperado.

Do outro lado tem-se os subdominios, no qual destaca o Conhecimento de
Topicos que faz a correspondéncia aos conceitos, propriedades, definicdes, registros
e representacdes, fendmenos e representacdes dos contetddos. Tem o Conhecimento
da Estrutura da Matematica referente as conexfes para trabalhar um conteldo,
conexdes estas que podem ser conexdes auxiliares ou conexdes transversais; e 0
Conhecimento da Pratica Matematica, que se refere ao papel dos simbolos e
linguagens, processos de producdo de matematica e condicbes necessarias e
suficientes para gerar definigdes.

Este modelo diz que, assim como a matemética é concebida e ensinada nas
salas de aula, se o professor foi ensinado ou treinado dentro do modelo onde o
exercicio é a base da matematica, possivelmente este professor vai aplicar em suas
salas de aula apenas exercicios sem considerar outras formas de praticas
matematicas, como modelagem de demonstracéo, argumentacéo, etc.

O professor que ensina matematica escolar assume varios aspectos, sendo um
deles caber s6 a ele o conhecimento de matemaética, portanto a maneira e o modo de

resolver situacdes em salas de aula tem que ser revisadas pelo professor para saber
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se as respostas tem significados, valorizando as respostas dos alunos e verificando
as diferentes formas de resolucées. E importante esclarecer que a matematica escolar
aprendida pelos alunos é limitada ao conhecimento do professor, ressaltando por
exemplo que os conteldos de estatisticas e geometria sempre sédo deixados para
depois, pois pode ter alguns professores que tenham pouco dominio nesses
contetdos (RINCON, 2019).

Segundo Rincén (2019), uma parte importante no modelo € o conhecimento
interpretativo, o professor que ensina matematica deve observar de que maneira o
aluno interpreta, sendo as vezes diferente da que ele interpreta.

Deve-se apontar que € interessante levar algo que concretize a aprendizagem
de determinado contelddo matematico, pois assim faz com que os alunos
compreendam alguns topicos. E interessante abordar que, assim fazendo, o professor
tem praticas de ensino reflexivas, que consistem em repensar como o professor que
ensina matematica néo fica apenas no modelo de aulas que se prepara no dia a dia,
para que assim as aulas se tornem cada vez mais adequadas no modelo KFLM. Tem-
se que valorizar a heterogeneidade, pois cada um aprende de uma forma diferente.
Segue abaixo a figura 10 que representa os subdominios do Conhecimento
Especializado do Professor de Matemética (MTSK).

Figura 10 - Subdominios do MTSK
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Logo a partir da figura acima tem-se que, de acordo com Moriel Junior (2014),
os subdominios do Conhecimento Matematico séo definidos a seguir, discorrendo-se

sobre cada um.

3.1 CONHECIMENTO DE TOPICOS MATEMATICOS (KOT)

Esse subdominio trata-se da correspondéncia ao conhecimento do professor
referente ao conteldo matematico, ou seja: conceitos; propriedades; definicdes
especificas e particulares que determinam o tépico, incluindo assim apontamentos de
representacgdes, fenomenologia e procedimentos do assunto a ser abordado, a sua
originalidade, exemplos e processos.

Considerando neste caso as Funcdes Trigonométricas, verifica-se que tem
como definicdo, a apresentacdo um padréo de repeticdo, onde essa demonstracéo é
feita através de graficos, denominando assim esse padréo, como periodo. Assim uma
funcéo f: A — B é dita periédica® se existir um nimero k > 0 onde o menor valor de k
que satisfaz a condicdo abaixo é chamado de periodo: f(x + k) = f(k) Vx € R.

Ressaltando que os valores das funcbes trigonométricas, por regra, Sao
representados no ciclo trigopnométrico, percebe-se que em cada funcéo os periodos
ficardo fechados para cada ciclo completo no eixo trigonomeétrico.

Logo, para Moriel Junior (2014), esse subdominio tem como referéncia
contetdos matematicos definidos em textos ou manuais mateméaticos, onde se pode
dizer sobre os porqués e as razdes de determinadas definicbes matemaéticas,
ressaltando sempre que esses apontamentos podem ser feitos para que os alunos
tenham um maior entendimento, claro que observando e fazendo isto de acordo a

faixa etaria de cada um.

3.2 CONHECIMENTO DA ESTRUTURA DA MATEMATICA (KSM)

Esse subdominio trata-se de explicar o novo contetdo buscando conexées com
outros ja estudados anteriormente. Segundo Moriel Junior (2014), o professor nao

deve trabalhar os contetudos de forma isolada, mas de maneira integrada para que

5 Capitulo 4
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assim se possa entender a Mateméatica mais avancada, ou seja o ponto considerado
bésico tem que ser apoio para o mais dificil.

Assim, de acordo Araujo (2018), o professor trabalha com conteludos de
conexdo (conteudos ja trabalhados), os quais servem como conexdes de
simplificac@o; conteddos futuros, que sdo as conexfes complexas; também
acrescentando o uso de contetdos matematicos relacionados com outras disciplinas,
gue sdo as conexdes transversais e ainda ressaltar as conexdes auxiliares que sao
0S conteldos que possuem mesmas caracteristicas e propriedades.

Logo, utilizar-se da musica para trabalhar com func¢des trigonométricas €
bastante valido, pois assim h&d uma conexao entre dois assuntos que possuem tanta
afinidade.

Ha varias possibilidades de se trabalhar a matematica utilizando-se de partes
da musica, tais como: fragcdes, no caso de estudos de valores das figuras musicais;
Progressdo Geomeétrica, no caso da escala cromatica; funcdes trigopnométricas, no

caso da representacao das frequéncias das notas musicais, entre outros.

3.3 CONHECIMENTO DA PRATICA MATEMATICA (KPM)

De acordo com Litoldo et al. (2018), nesse subdominio pode-se destacar que o
mesmo estd ligado a elaboracdo e a constituicdo matematica, atendo-se a questées
de simbolos, demonstracéo e validagdo matematica, bem como a linguagem formal
da matemética. Destacando por exemplo a questao de fun¢des, explicando quando é
funcdo e dando contraexemplos de quando ndo é. Ainda de acordo com Junior (2014)
esse subdominio tem como propdésito fazer com que o professor solidifique o seu
conhecimento, sabendo transmitir a informacdo de forma clara e precisa para seus
alunos.

Entdo ao definir os trés subdominios ainda pode-se dizer que, segundo Moriel
Junior (2014, p. 36, apud, CARRILLO et al., 2013, p. 06) 0 MK :

se estende por toda a gama de conhecimento matematico, que abrange todo o
universo da matematica, compreendendo conceitos e procedimentos,
estruturacdo de ideias, conexdes entre 0s conceitos, a razdo para, ou origem
de procedimentos, significado de provas e qualquer forma de proceder em
matematica, juntamente com a linguagem matematica e sua precisdo (JUNIOR
2014, p. 36, apud, CARRILLO et al., 2013, p. 06).
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7

Nesse caso, é importante dizer que utilizando-se ondas sonoras para se
trabalhar funcdes trigonométricas, faz-se com que o aluno possa solidificar a sua
aprendizagem, ja que musica é algo que muitas vezes chama a atencao dos jovens e
guando os mesmos sao levados a fazer comparacdes com o que ja conhecem, se

tornam mais motivados.

3.4 DOMINIO DO CONHECIMENTO DIDATICO DO CONTEUDO (PCK)

E valido salientar que de acordo Araujo (2018), esse Dominio do Conhecimento
Didético do Contetdo € constituido pelos subdominios: Conhecimento do Ensino de
Matematica, Conhecimento de Caracteristicas da Aprendizagem de Matematica e
Conhecimento dos Parametros da Aprendizagem de Matematica, que apresenta como

principal, o processo de ensino e aprendizagem de Matemética.

3.4.1 Conhecimento do Ensino de Matematica (KMT)

Segundo Araujo (2018), esse subdominio representa o conhecimento do
professor em matematica que tem como objetivo o ensinar, analisando-se suas
estratégias, dindmicas, maneiras, técnicas de se explorar determinado contetido, ndo
deixando para tras as questdes de recursos e materiais didaticos utilizados para que
haja a aprendizagem.

Nesse caso, ao utilizar a musica como algo que proporcione a motivagao, € de
suma importancia a apresentacao de instrumentos musicais e softwares que auxiliam

nas questdes de som.

3.4.2 Conhecimento de Caracteristicas da Aprendizagem de Matematica (KFLM)

Esse subdominio, de acordo com Araujo (2018), tem como propdsito a questao
da verificacdo de aprendizagem do aluno, observando sua capacidade em aprender
o0 conteudo matematico, bem como as suas dificuldades e confusdes que podem
surgir no decorrer do desenvolvimento de determinado assunto matematico.

Ainda segundo Moriel Junior (2014), o subdominio em questdao tem como
originalidade o indispensavel entendimento do professor em relagdo aos alunos,
guando os mesmos estao inseridos na resolucéo de exercicios, atividades ou tarefas
matematicas. Ressaltando que o professor, por sua vez, tem que ser consciente sobre

as indecisdes que os alunos poderédo ter em determinado assunto, topico ou conceito,
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cuidando sempre da aprendizagem que o aluno precisa ter para pelo menos entender

ou compreender o conteldo.

3.4.3 Conhecimento dos Parametros da Aprendizagem de Matematica (KMLS)

Ja esse subdominio, segundo Moriel Junior (2014), tem como foco as
especificacdes curriculares, ou seja, documentos que regem o que os alunos devem
aprender em cada etapa de sua vida. No caso em questéo deve-se recorrer a BNCC
do Ensino Médio. Assim sendo as principais coisas a serem dada atencdo sdo as
competéncias e habilidades da BNCC que estéo citadas neste trabalho, ndo podendo

deixar de fora os conhecimentos prévios e a sequéncia de conceitos.

3.5 APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA SEGUNDO DAVID AUSEBEL

A Matemaética é vista pelos alunos como forma de se decorar féormulas, sem
saber muitas vezes o0 seu significado e o porqué de sua utilizacdo. Diante disso, &
importante fazer com que o educando compreenda o significado do que se aprende,
principalmente ao relacionar este aprendizado com o cotidiano.

Para defender a ideia de que a aprendizagem deve ter significado ao aluno é
fundamental, basear-se em autores que tratam desse assunto de maneira “segura”.
Neste caso vamos utilizar o autor David Paul Ausebel, pois é um dos mais
conceituados nos cursos de licenciatura, tratando-se de aprendizagem significativa.

Logo se torna importante trabalhar a matematica e masica juntos, pois muitos
alunos tem a chance de ter esse contato na sua vida, e muito deles até dominam muito
bem a musica, o que pode tornar um grande motivador para se aprender matematica.

Para David Ausebel (apud, Moreira, 1999), psicologo da aprendizagem, o
principal no processo de ensino € que a aprendizagem seja significativa. Sendo assim,
o ponto central da teoria de Ausebel € a Aprendizagem Significativa, a qual tem
exercido uma forte influéncia na educagédo, uma vez que baseia-se em um modelo
construtivista dos processos cognitivos do individuo. No caso particular a teoria de
assimilacdo descreve como o aprendiz adquire 0S conceitos € como 0S organiza em
sua estrutura cognitiva. Entdo para Ausebel, Moreira (1999) “Aprendizagem
Significativa” é:
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um processo por meio do qual uma nova informacéo relaciona-se com um
aspecto especificamente relevante da estrutura de conhecimento do
individuo, ou seja, este processo envolve a interacdo da nova informacao
com uma estrutura de conhecimento especifica, a qual Ausebel define como
conceito subsuncor® (MOREIRA, 1999, p. 153).

Na citacdo acima observa-se a palavra subsuncor que, segundo Ausebel apud
Moreira (1999), seria equivalente a dizer facilitador.

Quando a aprendizagem néo € significativa, ou seja, hdo conseguiu ser ligado
a algo conhecido, o autor chama—a de Aprendizagem Mecanica. Nesse caso, hdo hi
interacdo com a informacdo jA armazenada e a nova informag¢do. Assim ocorre
simplesmente a decoracao de formulas, leis e macetes para provas e logo apos a
avaliacao, tudo isto € esquecido, pois a informacao foi armazenada de forma arbitraria.

Ausebel apud Moreira (1999), define essa distingcdo como sendo uma dicotomia
e ndo como um continuo. Ao se tratar de aprendizagem por descoberta e
aprendizagem por recepcao, ndo se deve confundir com a distingdo de Aprendizagem
Significativa e Aprendizagem Mecanica. Pois a aprendizagem por recepcao,
apresenta o conteudo a ser aprendido em sua forma final, j& na aprendizagem por
descoberta o contetdo principal a ser aprendido deve ser descoberto pelo aprendiz.

De acordo Ausebel, a Aprendizagem Significativa e Aprendizagem Mecéanica
séo tratadas de forma divididas e ndo de forma sucessivas, no entanto, deveriam ser
tratadas da segunda forma, pois assim o aluno aprenderia o objeto a ser estudado de
maneira significativa, para depois “memorizar” a férmula.

Segundo o autor, para que haja aprendizagem significativa é necessario que o
aluno, por sua vez, tenha disposicdo para aprender; mas se o aprendiz simplesmente
quiser memorizar o material de forma arbitraria e literal, ndo havera essa
aprendizagem; e sim a aprendizagem mecanica. O material a ser aprendido deve ser
potencialmente significativo, de forma n&o-arbitraria e ndao-literal. Assim, cada
aprendiz fara uma filtragem dos materiais que tém significado ou nédo para ele proprio.

E importante destacar que Ausebel deixou claro que o aluno também tem que
estar disposto a aprender, porque se ele quiser s6 memorizar a férmula de nada
adianta, a aprendizagem sera simplesmente mecéanica. E no outro caso observa-se

gue ha exemplos que, para alguns alunos, teréo significados geral do que aprende, e

& A palavra “subsungor” ndo existe em portugués; trata-se de uma tentativa de aportuguesar a palavra
inglesa “subsumer”. Seria mais ou menos equivalente a inseridor, facilitador ou subordinador.
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para outros, alguma coisa Ihe serd significativo. Portanto o exemplo utilizado tem que
ser abrangente para que assim possa ser possivel o educando fazer uma filtragem do
gue para ele é significativo ou néo.

Reportando-se a Ausebel apud Moreira (1999), para que haja uma Otima
compreensao de um conceito ou proposicdo € necessario que se tenha significados
claros, precisos, diferenciados e transferiveis, porque se pedir simplesmente para o
aluno que diga quais sao os atributos de um conceito ou proposi¢cao, pode-se obter
apenas respostas mecanicas que foram memorizadas.

O autor distingue trés tipos de aprendizagem significativa. A aprendizagem
representacional, utiliza simbolos que passam a significar, para o aprendiz, o que seus
referentes significam. A aprendizagem de conceitos que também é representacional,
pois 0s conceitos também sdo representados por simbolos particulares, mas s6 que
representam abstracdes. E aprendizagem proposicional, que ndo se trata apenas de
aprender palavras isoladas ou combinadas, mas sim, aprender o significado das ideias
em forma de proposicao.

Com intuito de deixar claro o processo de aquisicdo e organizacdo de
significados, na estrutura cognitiva, Ausebel propde a “teoria da assimilagao”,
possuindo valor tanto para a aprendizagem como para a retencédo, podendo ser
representada conforme tabela 04 (MOREIRA, 1999):

Tabela 04 - Representacdo da "teoria da assimilacéo”

Nova informagéo, | Relacionada a, e | Conceito subsungor Produto
Potencialmente Assimilada por Existente na Interacional
Significativa Estrutura cognitiva (subsuncor
a A Modificado)
A’ a’

Fonte: Autora, 2020.

Assim, segundo Ausebel apud Moreira (1999), a assimilacéo é:

Um processo que ocorre quando um conceito ou proposicdo a,
potencialmente significativo, € assimilado sob uma ideia ou conceito mais
inclusivo, ja existente na estrutura cognitiva, como um exemplo, extenséo,
elaboracédo ou qualificacdo do mesmo (AUSEBEL, apud, MOREIRA, 1999,
p.158).
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Como observado no diagrama, verifica-se que ndo sé a nova informacao a,
como 0 conceito subsuncor A, com o qual se relacionam, sdo modificados pela
interacdo. Sendo assim, A’a’ é um subsuncor modificado. Dessa forma no ponto de
vista ausebeliano, o fator cognitivo a ser considerado primeiro e importante € a
estrutura cognitiva do individuo no momento da aprendizagem. Esta, entretanto, pode
ser influenciada de duas maneiras: Substantivamente, pela representacdo de
conceitos e principios unificadores e inclusivos ao aluno, com maior poder de
explanacdo e propriedades integradoras; e Programaticamente, pelo emprego de
métodos adequados para a apresentacdo do conteudo e utilizacdo de principios
programaticos apropriados na organizacdo sequencial da matéria de ensino
(MOREIRA,1999).

Em uso das palavras do proprio Ausebel:

uma vez que o problema organizacional substantivo (identificacdo dos
basicos disciplina estd resolvido), a atencdo pode ser dirigida para os
problemas programéticos componentes. Aqui, hipotetiza — se, varios
principios  relativos & programacdo eficiente dos  aplicaveis
independentemente da area de conhecimento (MOREIRA,1999, p.161).

Nesse sentido sera necessario o auxilio do professor para que o aluno possa
assimilar a estrutura da matéria de ensino e organizar sua prépria estrutura cognitiva
nessa area de conhecimento, através de aquisicdo de significados claros, estaveis e
transferiveis.

Segundo Klausen (2017):

A aprendizagem é muito mais significativa & medida que o novo contetdo é
incorporado as estruturas de conhecimento de um aluno e adquire
significativa para ele a partir da relagdo com seu conhecimento prévio. Sendo
assim na sua pratica pedagogica, o professor ndo pode ser omisso diante dos
fatos sdcios historicos locais e mundiais, e precisa entender ndo apenas de
sua disciplina, mais também como de politica, ética, familia para que o
processo de ensino aprendizagem seja efetivado na sua plenitude dentro da
realidade do aluno (Klausen,2017, p. 02).

Contudo, pode-se dizer que relacionando um conceito a ser apresentado para
o aluno com o cotidiano a aprendizagem se tornara mais acessivel para o educando,
pois assim ele podera voltar a algo que se tornou significativo para si mesmo. podendo
obter uma melhor compreenséo do proximo conceito, pois, isto ja esta na sua estrutura

cognitiva.



47

CAPITULO 4
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo, o foco é a visualizacdo de fundamentos elementares da
trigonometria. Ressalta-se que muitos dos assuntos aqui abordados podem nao ser
utilizados nas atividades propostas, mas estao citados aqui, porque podem servir de
material de pesquisa para o professor, ja que sdo assuntos basilares para alunos do
Ensino Médio, para chegar no que se propde este trabalho.

E importante destacar que a Trigonometria estd conectada com diferentes
areas do conhecimento humano, por exemplo, ha Matematica, esta agregada ao
tridngulo equilatero ou triangulo retangulo e ao circulo trigonométrico.

Isto posto, nas proximas secdes serdo abordados estes conteudos
matematicos citados acima para que se tenha uma melhor visualiza¢ao dos conceitos.

E importante salientar que neste capitulo tem a contribuicéo de definicbes de
varios autores tais como: DANTE (2016), LEONARDO (2016) e CARMO et al. (1992).

4.1 RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

4.1.1 Definicdo de Seno, Cosseno e Tangente por meio de Semelhanca de

Tridangulos

Verifica-se a trigopnometria foi composta por diversos povos e cada um, em um
determinado periodo da histéria, contribuiu para a construcdo dessa parte das
ciéncias exatas. A trigopnometria € caracterizada como um estudo que relaciona lados
e angulos de um triangulo retangulo sendo que, dessa relacdo, obtém as razdes
trigonomeétricas: seno, cosseno e tangente.

Se ABC é um triangulo retangulo em C, conforme figuras 11 e 12, segue que:

e ¢ ¢ a medida da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto);

e a e b sdo as medidas dos catetos (lados que formam o angulo reto);
e A e B sdo angulos agudos;

e BC ¢ o cateto oposto do angulo A ();

e AC é o cateto adjacente do angulo A (a);

e AC é o cateto oposto do angulo B (B);

e BC é o cateto adjacente do angulo B ().
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Figura 11 - Tridngulo Retadngulo com cateto oposto e cateto adjacente em relacéo ao angulo A (a)

B
]

¢ Cateto Oposto

da

a . c
Cateto Adjacente

b

Fonte: Autora, 2020.

Figura 12 - Triangulo Retangulo com cateto oposto e cateto adjacente em relacdo ao angulo B (B)
B

4

B

¢ Cateto Adjacente

a

A e C
Cateto Oposto

b

Fonte: Autora, 2020.

Considerando agora um angulo AOB = 6 (02 < 6 < 902) e tragando, a partir
dos pontos C, E, G, etc. da semirreta AO, as perpendiculares CD, EF, GH, etc., a

semirreta OB, como mostra a figura 13.

Figura 13 - Semirreta A0 e as perpendiculares €D, EF e GH

Fonte: Dante,2016.



49

Os triangulos OCD, OEF,0GH, etc. sdo semelhantes por terem 0s mesmos

angulos. Portanto, pode-se escrever:

CD EF _GH _
oC OE 0G

Essa relagédo depende apenas do angulo 6 (e ndo do tamanho das medidas
dos lados do triangulo retangulo do qual 6 é um dos angulos agudos). Ela é chamada

seno de 6 e escreve-se:

CD medida do cateto oposto ao dngulo 0
senf =—= - ? g (0°< B <909
oc medida da hipotenusa

Da mesma forma, da semelhanca de triangulos obtém-se as relacées:
oD OF OH
oc OE 0G
CD EF GH
oD OF OH
que também dependem apenas do angulo 6 e que definem-se, respectivamente, como

cosseno do angulo 6 e tangente do angulo 6:

medida do cateto adjacente ao angulo 6

cosO = (0°< 6 <90°

medida da hipotenusa

Ja a relagao trigonométrica tangente a € dada pela razdo do cateto oposto pelo

cateto adjacente. Assim:

Cat.Oposto

tge - Cat.Adj.

(0° < 6 < 90°)

Isto acontece porque:

sen®  Cat.Oposto Hip ~ Cat.Oposto
cos® Hip "Cat.Adj.  Cat.Adj.

=tg0
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Portanto:

Cat.Oposto

t‘g 0= Cat.Adj.

(0° < B < 90°)
4.1.2 Seno, Cosseno e Tangente s6 dependem do Angulo

Vale ressaltar que sen a, cos a e tg a dependem somente do angulo a, mas
nao do tamanho das medidas dos lados do tridngulo retangulo do qual a € um dos
angulos agudos (DANTE, 2016). Veja a demonstracao dessa parte.

Considere dois triangulos retangulos ABC e A’B’C’ que possuem um angulo
agudo de mesma medida (B = B’). Sendo assim os triangulos sdo semelhantes, pois
possuem dois angulos correspondentes, B = B, C = C' e A = A’ (4ngulos retos).

Observe figura 14.

Figura 14 - Triangulos Retangulos em A semelhantes

c’

C . a’

b
a
b

A c o A’ ¢ B

Fonte: Dante, 2016.
Dessa semelhancga tem-se:

b b
ad a
¢ ¢
ad a
b b
¢

ou seja, sen B’ =sen B, cos B’ =cos BetgB' =tgB.
Dessa forma, vale salientar que o seno, 0 cosseno e a tangente refere-se

somente ao angulo, e ndo ao triangulo compreendido.
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4.1.3 Relagdes entre Seno, Cosseno e Tangente

De acordo Dante (2016), as razdes trigonomeétricas seno, COSSeno e tangente

se associam de varias maneiras, Como se mostra a seguir:

13) Férmula fundamental” no tridngulo retangulo
sen*a+ cos?a=1 (0°< a < 90°)
Demonstracéo:
Considere um angulo a de vértice € e um triangulo CAB, retangulo em A, como

mostra a figura 15 abaixo.

Figura 15 - Tridangulo Retangulo CAB

-
-
-

r
-
A 5

Fonte: Dante,2016.
Pelo Teorema de Pitagoras a? = b% + ¢?, obtém-se:
ORI S
a a a? a?

sen’a+ cos?a =1 (0°< a < 90°)

sen? a + cos® «a

Assim,

23) tan @ = —= (0° < a < 90°)
cosa

7 A Férmula Fundamental é mais ampla em sua validade do que descrito na demonstra¢do mais precisamente
para todo x € R éviélido que sen?x + cos? x = 1.



52

Figura 16 - Triangulo Retangulo em A

Fonte: Dante, 2016.

Demonstracdo a partir da figura 16 mostrada acima:

b
sena " ab b
=4%4=—=-=tana
cosa — ac c
a
ou
b b
a sen .. ~
tana = o= <= Py (divide-se ambos os termos da razéo por a # 0)
a
sena
Logo tan a = (0° < a < 90°
cosa

3?) Se dois angulos, a e 8, sdo complementares (¢ + § = 90°), entdo sen @ = cos f8

(o seno de um angulo € igual ao cosseno do angulo complementar, e vice -versa).

Demonstracéo a partir da figura 17:

Figura 17 - Triangulo BAC com a e 3 complementares

c
B

a b
0 +

g < = l_A

« e B sao complementares

Fonte: Dante, 2016.
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Aplicando as definicbes de seno, cosseno e tangente nesse triangulo anterior,
obtém-se:

b

sena = —= cos 3 ; portanto sen @ = cos f3
c

cosa= —= sen 3 ; portanto cos «@ = sen f3

Observacoes:
12) Dessa propriedade surgiu 0 nome cosseno — “seno do complemento”.
2%) Com essa propriedade, conhecendo as razdes trigonométricas de angulos a

consegue-se determinar imediatamente as razdes trigonométricas dos angulos

_ 1 .,
complementares 3 e vice -versa. Por exemplo, sabendo que sen 30° = S a sabe-se

1 . ~ A
que cos 60° = 2+ pois 30° e 60° sdo angulos complementares.

4.1.4 Seno, Cosseno e Tangente dos Angulos Notaveis

Os angulos agudos de 30°, 45° e 60°, sdo chamados de “Angulos Notaveis”.
Para isto tem-se a tabela 05 muito usada para que facilite os calculos.

Tabela 05 - Angulos Notaveis
30° 450 60°
sen 1 V2 V3
2 2 2
cos V3 V2 1
2 2 2
tg V3 1 V3
3

Fonte: Autora, 2020.

Mas vale ressaltar que tem explicagéo para esses valores, veja como foram
encontrados.
1) Angulos de 30° e 60°
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Considere um triangulo equilatero ABC de lado 1 da figura abaixo, traca-se a

altura AD (que também é mediana). Obtém-se entdo DC = 1/2 e pelo Teorema de

Pitagoras AD =+/3/2. Como ACD = 60° e DAC = 30°, tém-se a figura 18:

Figura 18 - Triangulo Equilatero

A

Fonte: Carmo, et al., 1992.

0= 0 = 0:—1/2 =
sen30°=1/2 cos 30°=+/3/2 tg 30 732 v3/3
V3/2 _
sem 60° =+/3/2 cos 60°=1/2 tg 60°:1/—2—\/3

) Angulo de 45°
Considere o triangulo ABC da figura abaixo de catetos com medida 1 e &ngulos

agudos de 45°. Pelo Teorema de Pitagoras BC = v/2. Ent&o obtém-se a figura 19:

Figura 19 - Triangulo Is6sceles

Fonte: Carmo, et al., 1992.
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sen 45° = 1/v2 =+2/2 cos 45° =1/V2 =+/2/2 tg 45(&%: 1

4.1.5 Seno e Cosseno de Angulos Obtusos

Angulo Obtuso, é aquele angulo que esta entre 90° e 180°. Neste momento,
segundo Dante (2016), abordar-se-a os valores de senos e cossenos de angulos
obtusos, sabendo que este assunto nao foi apresentado ainda porque nao existem
angulos obtusos nos triangulos retangulos. Sendo assim, agora trata-se apenas de
como lidar com esses angulos na pratica.

Primeiramente, € preciso que se saiba:

e 5en90°=1ecos90°=0
e senos de angulos obtusos sdo exatamente iguais aos senos dos suplementos
desses angulos:

sen x = sen (180°— x)

e cossenos de angulos obtusos sdo opostos aos cossenos dos suplementos
desses angulos:

e cosx = —cos (180°—x)

Vale lembrar que angulos suplementares sdo dois angulos que tém a soma de
suas medidas igual a 180°.
Exemplos:
a) sen 120°

O suplemento de 120° € 60°, logo:

V3
sen 120° = sen (180° — 120°) = sen 60° = -

b) cos 120°

O suplemento de 120° é 60°, portanto:

cos 120° = —cos(180° — 120°) = —cos60° = —

N =
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4.2 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Denomina-se circunferéncia trigonométrica a circunferéncia orientada, de
centro na origem do sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo raio tem 1
unidade de comprimento e na qual o sentido positivo € o anti-horario.

Associando a circunferéncia trigopnométrica de centro O um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais, fixando o ponto A de coordenadas (1, 0) como

origem dos arcos, nesse caso observe a figura 20 abaixo.

Figura 20 - Circunferéncia Trigonométrica

y

B
—— @

A 1A X
S e a— -

=1 1 1 origem
dos
arcos (1,0)

Fonte: Dante, 2016.

Os eixos x e y dividem a circunferéncia trigopnométrica em quatro partes
congruentes chamadas quadrantes, numeradas de 1 a 4 e contadas a partir de A, no
sentido positivo. Conforme figura 21, onde sédo apresentadas duas circunferéncias,
pois na circunferéncia a esquerda as medidas estdo em graus e na circunferéncia a

direita as medidas estdo em radianos.

Figura 21 - Quadrantes

y -1
90° |8 28
22 12 bl 12
quadrante |quadrante , [ quadrante | quadrante
A 0% A A X
. o) . & 2
180° 32 42 360° 3e 1@ w
quadrante |quadrante quadrante | quadrante
2770° |8 2T |8
2

Fonte: Dante, 2016.
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4.3 FUNCAO

Vale ressaltar que um dos conceitos matematicos mais utilizados é o de funcgao,
podendo ser uma maneira de interpretar varias situagdes no cotidiano, destacando
que funcbes podem ser empregadas em economia, saude, logistica, quimica, fisica,
dentre varias outras areas para prever novos resultados ou até mesmo para entender
comportamentos.

Funcéo é definida da seguinte forma:

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios, uma funcédo de A em B é uma relacao

f tal que Dom(f) = A e para cada x em A existe um Unico elemento y em B tal que

(x,y) € f.

4.3.1 Funcgéao Par

Por definicdo diz-se que uma fungéo f: R - R € par quando para todo x €
Dom (f) tem-se f (x) = f (—x).

Além disso, tem-se que o gréafico de uma funcéo par € simétrica com relacao
ao eixo y.

Considere a funcdo f(x) = x? tem-se para todo x no dominio de f tem-se
f(x) = f (—x), de fato f (—x) = (—x)? = x? = f(x). Além disso, o grafico de f é

simétrico em relacao ao eixo y conforme figura 22.

Figura 22 - Funcdo Quadratica
f

9

8

—2

Fonte: Autora, 2020.



58

4.3.2 Funcao impar

Por definicdo diz-se que uma funcéo f: R - R é impar quando para todo x €
Dom (f) tem-se f (x) = — f (x).

Além disso, tem-se que o grafico de uma funcao impar é simétrica com relacéo
a origem.

Considere a funcdo f(x) = x® tem-se para todo x no dominio de f tem-se
f(x) =—f (x), de fato f (—x) = (—x)3 = —x3 = — f(x). Além disso, o gréfico de f
na figura 23 é simétrico em relacdo a origem, ou seja, para todo ponto do grafico

(x, f(x)), o ponto (—x, f (—x)), também esta no gréafico da figura 23.

Figura 23 - Fungdo Cubica

5

Fonte: Autora, 2020.

4.3.3 Funcao Periddica

Define-se como fungdo periodica, uma fungdo f:R — R €& assim chamada
quando existe um numero real positivo p # 0 , tal que para todo x € R, f(x) =
f(x + p). Quando isso ocorre tem-se f (x + kp) = f (x) paratodox € Retodok € Z.
O menor numero p > 0 tal que f (x + p) = f(x) para todo x € R chama-se periodo
da funcdo f.

Sendo que o menor valor positivo de p que satisfaz a igualdade acima é
chamado de periodo de f, conforme as figuras 24 e 25.

Exemplos:
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Figura 24 - Funcao Periddica - p=2

yn

o e ———— - - - - ———— - ———

Fonte: Leonardo, 2016.

Figura 25 - Func¢éo Periddica - p=3

SRS, TSRS NN SN, R —— SreSSaSa———

/L
o

0ol

~1,5 0 15 3,0 45 y

Fonte: Leonardo, 2016.

4.3.4 Funcgéao Limitada

Uma funcéo real f € limitada quando existe um nuamero real k, tal que, para
todo x pertencente ao dominio de f tem-se que |f (x)| < k. Observe o grafico da

figura 26.



Figura 26 - Funcdo Limitada

25

05

f(x)| <k
f(x) =senx = 1)

-2 -15 -1 -05 o

-2

05 1 15 2 25 3 35 <

Fonte: Autora, 2020.

4.4 ESTUDO DA FUNCAO SENO
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Dado um numero real x, pode-se associar a ele o valor do seno de um angulo

(ou arco) de x radianos representados na figura 27:

Figura 27 - Fung¢éo Seno

R
lm
y = sen x
. sen X,

Fonte: Dante, 2016.
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Entdo assim se define a funcdo trigopnométrica seno como a funcgéo real de

variaveis reais que associa a cada numero real x o valor real sen x, ou seja, f: R -

R,x = f(x) =senx.

Propriedades da Fungao Seno;

Dominio: O dominio da fungéo seno é Dom f(x) = R, pois esta definida para
todos os valores reais.

Imagem: A imagem é da forma Im f(x) = {ye R|—1 <y <1}, ou seja, tem
como valor minimo -1 e como valor maximo 1.

Ressalte-se que a medida de um angulo (ou arco), é expresso em radianos.

Para a construcdo do gréafico da funcéo seno, primeiramente € preciso elaborar

uma tabela com os valores de x da primeira volta positiva. Vale salientar que em alguns

casos, 0 seno terd utilizado valores aproximados conforme a tabela 06.

Tabela 06 - Seno de alguns angulos

X 0 n n T n 2m 3m 5w T
6 4 3 2 3 ) 3

sen x 0 1 V2 V3 1 V3 2 1 0
2 2 2 2 2 2

sen X 0 0,5 0,7 0,9 1 0,9 0,7 0,5 0

X n 5 41 3 57 n 11m 21T
6 4 3 2 3 4 6

sen x 1 V2 V3 -1 V3 V2 1 0
2 | 2| 2 2 | 2 2

sen X -0,5 -0,7 -09 -1 -09 -0,7 -0,5 0

Fonte: Autora, 2020.

Observe o gréafico da figura 28, para x € [0, 2x]:
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Figura 28 - Gréfico da funcéo seno parax € [0, 2m]

Fonte: Dante, 2016.

Como a fungéo f(x) = sen x €& definida no conjunto dos numeros reais, ou
seja, seu dominio é R, a curva pode ser estendida para valores de x menores do que
zero e maiores do que 2m. Assim, o gréfico da funcéo f: R —R, definida por f(x) =

sen x, € a curva chamada senoide, que tem o seguinte aspecto nas figura 29 e 30:

Figura 29 - Gréfico da curva senoide

Fonte: Dante, 2016.

Figura 30 - Periodicidade da funcdo seno

periodo (p) periodo (p)

periodo (p)

Fonte: Dante, 2016.
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Ao observar o grafico da funcdo seno, verifica-se que a funcdo repete
periodicamente seus valores nos intervalos ..., [— 2m, 0], [0, 2x], [ 2m, 4x],...Nesse
caso entdo diz-se que a funcao seno é periddica.

Veja que no gréfico:
senx = sen (x + 2m) = sen (x + 4m) = --- para todo x € R.

Logo pode-se dizer que o periodo da funcdo seno é 2r e indicando-se assim:
p=2m.

Portanto, para encontrar o periodo, basta observar no grafico o deslocamento
horizontal necessario para que ele comece a se repetir.

Da funcéo seno vale destacar que a metade da distancia vertical entre um ponto
minimo a um ponto maximo, chama-se amplitude.

Exemplo:
y=2.senx

A amplitude neste caso é o0 2, ou seja, ao representar as fungdes y = sen x ou
y =2.senx em relacdo ao deslocamento e ao tempo, as mesmas mostram o
deslocamento de um ponto Q que se movimenta para cima e para baixo sobre uma

reta, sendo a variavel independente, o angulo. Veja as figuras 31 e 32.

Figura 31 - Funcdo Seno f (x) = sen (x)

1

Fonte: Autora, 2020.

Figura 32 - Funcao Seno g (x) = 2 sen (x)

g(x) = 2sen(x) .

Fonte: Autora, 2020.
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Supondo que um ponto P gaste 1s para dar uma volta completa em uma

circunferéncia, entao resolvendo uma regra de trés tem-se:

Tempo Volta Completa
1ls 2
t X

Entdo: x = 2nt

Portanto a fungdo y = sen x serd representada por y = sen 2nt, onde t varia
de 0 a 1 segundo e o0 angulo a varia de 0 a 2r.

Ha outros fatores para se abordar, o primeiro € a frequéncia, que é o espaco
de um segundo, no qual 1 ciclo por segundo é igual a 1 Hz (Hertz), e o segundo é no

caso do tempo gasto pelo ponto P, o chamado periodo. Observe as figuras 33 e 34.

Figura 33 - Funcao Seno f (a) = sen (a)

far a2 E B niz o 2 Zn smiz 3\

Fonte: Autora, 2020.

Figura 34 - Funcao Seno g (a) = sen (2a)

ANIVA WA Wl /A WA WA
N

g(a) = sen(2a)

Fonte: Autora, 2020.

Entdo se um ponto P percorrer uma circunferéncia F vezes em um segundo,
tem-se uma fungédo y = sen x que pode ser representada por y = sen (2ntF) —
F revolugdes em 1s.

Para aumentar a amplitude de uma funcéo, basta aumentar o fator A.

y=Asen (2n.t.F)
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Sendo que:
A = amplitude (raio do ciclo)
T = tempo
F = namero de revolucdes por segundo (frequéncia)
A = comprimento de onda
No caso do som, tem-se que:
A amplitude (A) é a intensidade do som, é fato desse som ser forte ou fraco.

Ao se determinar uma onda, também se chama de amplitude a distancia de

uma crista ou vale ao nivel de equilibrio conforme representado na figura 35.

Figura 35 - Representacdo da Amplitude
CRISTA CRISTA

NiVEL DE
2Al S e T[S EQUILIBRIO

Fonte: Autora, 2020.

Afrequéncia (F) € o que se relaciona com a altura da nota musical, por exemplo
a nota D6 possui 261 pulsos em um segundo.

Destaque-se que o som obtido é de acordo com a frequéncia, pois quanto maior
ela for, mais agudo € o som e quanto menor ela for, 0 som sera mais grave.

A formula em que se utiliza para encontrar a frequéncia é F = %

O periodo (T) é o que relaciona o tempo compreendido entre estados iguais de
vibracéo.

A formula em que se utiliza para encontrar o tempo é T = %

Chama-se comprimento de onda a distancia que a perturbacdo percorre

durante um periodo, conforme a figura 36.
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Figura 36 - Representacéo do comprimento de onda

A

_____________________________________________ ’

EQUILIBRIO

Fonte: Autora, 2020.

No caso, quando Pitagoras realizou o experimento do monocérdio e observou
qgue ao dividir uma corda ao meio, a mesma tinha o dobro de vibracdes de quando
tinha se considerado a corda inteira, ou seja, se a corda vibrou 15 pulsos, metade da
corda vibrou 30 pulsos, assim sendo, o periodo da funcédo se reduziu a metade.

Ressaltando que quanto maior o0 numero de vibrac¢des, mais agudo é o som.

4.4.1 Funcao Cosseno

Dado um numero real x, pode-se associar a ele o valor do cosseno de um

angulo (ou arco) de x radianos conforme a figura 37:
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Figura 37 - Funcdo Cosseno

R
y = COs X Im
'...-——.-___--—‘-\"‘h.
* COS X,
0

Fonte: Dante, 2016.

Define-se a funcado trigopnométrica cosseno como a funcao real de variaveis
reais que associa a cada numero real x o valor real cos X, ou seja, f:R-> R, x —
f(x)=cosx.

Propriedades da Funcédo Cosseno:
e Dominio: Dom f(x) = R, pois a Fungdo Cosseno esta definida para todos os
valores reais.
e Imagem: Aimagem édaformaim f(x) = {yeR|-1 <y < 1}.

Vale ressaltar que a medida de um angulo (ou arco), é expresso em radianos.

Para a construcao do grafico da funcdo cosseno, primeiramente € necessario
se fazer uma tabela com os valores do cosseno, observando que em alguns casos 0s

valores podem estar aproximados representados na tabela 07 e figura 38.

Tabela 07 - Cosseno de alguns angulos

X 0 n n T E 2m 3m 57 T
6 4 3 2 3 4 6
COS X 1 V3 V2 1 0 1 V2 V3| -1
2 | 2 2 2\ 2| 2
COS X 1 0,9 0,7 0,5 0 -05|-071] -09 -1
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X 7 5t 4m 3 5t 7T 11n 21T
6 4 3 2 3 4 6
cos X V3 v2 | 1 1 V2 V3 1
2 | 2 2 2 2 2
COS X -09 -0,7 -0,5 0 0,5 0,7 0,9 1

Fonte: Autora, 2020.

Figura 38 - Gréfico da funcéo cosseno para x € [0, 27]

Fonte: Dante, 2016.

Como a funcéo f(x) = cos x € definida no conjunto dos nuUmeros reais, ou seja,
seu dominio é R, a curva pode ser estendida para valores de x menores do que zero
e maiores do que 2m. Assim, o grafico da fungéo f: R — R, definida por f(x) = cosx,
€ a curva chamada cossenoide, que tem o seguinte modelo representado nas figuras
39, 40, 41 e 42:

Figura 39 - Grafico da curva cossenoide

Fonte: Dante, 2016.



Figura 40 - Grafico da Funcéo f(x) = cosx
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f(z) = cos(z) |

Fonte: Autora, 2020.

Figura 41 - Gréfico da Funcgao f(x) = 2cos x

N/

N2

f(x) = 2 cos(x)

Fonte: Autora, 2020.

Figura 42 - Gréfico da Funcgéo f (x) = cos(2x)

7

IVANRYANRYAANRYA YA

Fonte: Autora, 2020.



70

CAPITULO 5

ALGUMAS POSSIBILIDADES DE ATIVIDADES COM FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Vale salientar que a conexdo entre Musica e Matematica € ampla, mas este
trabalho tem um olhar especial para FungbBes Trigonométricas, no qual sera
apresentada uma proposta de plano de atividades para algumas aulas, podendo ser
adaptada de acordo a realidade dos alunos e do professor.

O publico alvo desta proposta de atividades € o 2° Ano do Ensino Médio e o
tempo estimado de aplicagdo da mesma é 08 horas/aulas.

E importante que o aluno se inteire da histéria da Masica e Matematica, através
da contribuicdo do fildsofo, astrdbnomo, matematico e masico Pitagoras, fazendo isso
através de apresentacdes de textos e video proposto na figura abaixo 43 para um

debate em sala de aula.

Figura 43 - Parte do Video Donald no Pais da Matemagica

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqgk, 2020.

Vale ressaltar que, neste momento de aula, o professor estara trabalhando com
o Conhecimento Especializado do Professor de Matematica focando o subdominio
Conhecimento da Estrutura da Matematica, pois estd tendo uma conexdo da
matematica com a masica, logo, isso é uma conexao de diferentes areas, conexao
essa chamada de conexao transversal. E ainda assim o aluno tera o reconhecimento
de que a matematica foi importante para o avanco da musica.

Para dar continuidade a esta aula, o professor estara desenvolvendo a
habilidade abaixo:


http://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqk

71

(EM13MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos,
envolvendo triangulos nos quais se aplicam as relag8es métricas ou as
nocdes de congruéncia e semelhanca (BNCC, 2017, p. 529).

Considerando a habilidade citada acima, observa-se que o aluno tera que
utilizar os triangulos e suas propriedades para demonstrar as razées trigonométricas
que vira logo abaixo para o aluno identifica-las.

Também é valido salientar que neste momento estara novamente trabalhando
o Conhecimento Especializado do Professor de Matematica focando o subdominio
Conhecimento de Toépicos, pois aqui € necessario dar atencdo aos conceitos,
definicbes e propriedades de Triangulos.

Pois nesse momento é importante que o aluno identifigue as razdes
trigonométricas no triangulo retangulo através de exemplos e demonstracdes que
estdo disponiveis no capitulo 04.

Para memorizacdo da Tabela dos Angulos Notaveis tem a sugestdo de uma
musica que esta disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=HHjuKRHEuu4 de

acordo a figura 44 abaixo.

Figura 44 - Musica dos Angulos Notaveis

Il » o) —@ 0:10/1:43

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=HHjuKRHEuu4, 2020.

Seguindo a proposta tem-se a utilizacdo do programa Audacity e do programa
GeoGebra para representar os sons, a fim de que o aluno identifigue uma funcao
periédica através de graficos, reconheca a amplitude, frequéncia, periodo e

comprimento de onda de uma funcéo a partir de seu grafico, entenda a definicdo de


https://www.youtube.com/watch?v=HHjuKRHEuu4
https://www.youtube.com/watch?v=HHjuKRHEuu4
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funcdo seno e funcdo cosseno e adquira nogdo de cada parametro da funcao do tipo
f(x) =Asen (2w .t.F).

Neste momento é necessario que o professor tenha baixado em seu
computador o programa Audacity, para tanto pode-se obter instrucdes para a

instalacdo no video disponivel em: https://youtu.be/Bt3PI3P5mow. O objetivo é

representar os sons de notas musicais através de sua frequéncia e amplitude através
do Programa Audacity.

Depois de baixado o programa aparecera uma tela conforme figura 45 abaixo:

Figura 45 - Programa Audacity

Arqis bt Sciorwr B Contrle Pz G EekenAvsbcar_ Pt Nda
M /[ =
Q[+ k|

wanearvonmsrames 12 5 0 M)E s A 2 e S0 de s iz

it
n = ® L] ) —= Klﬁm\ll\u\nn l«l»i;'\l \b'....

{=

MME | & Microfone Reahtek High Defiric ~| 2 Canais de Gravagdo (Estér ~ W) | Ao-falantes (Reafiek High Def
10 20 30 40 50 60 70 20 80

Tara do Projeto 1) | Austarpara | i € Tamanno da e seeconada ’7
@i <] jameer || [CaROOROURE [comoomuosE 10 0110 0/mI0Ofss
Paraco ey

Fonte: Autora, 2021.
Para representar 0s sons é necessario seguir a seguinte ordem:

1. Faixas; Adicionar nova; Faixa mono. Assim conforme a figura 46 abaixo.

Figura 46 — Construindo uma faixa

[ Audacity
Arquivo  Editar  Selecionar  Exibir  Controle | Faixas = Gerar Efeitos  Analisar  Ferramentas  Ajuda
Adicionar Nova ¥ Faixa Mono Irarnrsntl:rlﬁ
| .' u 14 q Mixar 5 Faixa Estéreo + }
MME v & |Microfone (Realteke ~ ~/*=r=r Toxa de Amostragem.. Fena ceftulos tek High D

Faixa de Tempo

1,0 Remover Faixas

50 6,0 7,0
Mudo/MNio-mudo

Balango

Alinhar Faixas

Organizar Faixas por

Exibir Sincronia de Faixas (lig/desl)

Fonte: Autora, 2021.
Logo, depois destes passos a tela ficara conforme figura 47.


https://youtu.be/Bt3Pl3P5mow
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Figura 47 - Janela do Audacity

& Audacity - X
Arquive Editar Selecionar Exibir Controle Faixas Gerar Efeitos Analisar Femamentas Ajuda
T b —~ - ” 1=/ \!,E 5448~ Cigue para niciar Monkoramento 5 -12 50 195 B4 43 42 B 30 24 8 42 B O
Qek - olu)C o XOO ww i~ &&|Q.q & P :
MME | & Microfone [Realtek High Definit |2 Canais de Gravagio (Estér v #{}) Alto-falantes (Realtek High Def v
¥ 10 4.0 10 20 30 40 50 6,0 7.0 8,0 9.0 100 11,0 120 130 140
N i ; | i ! I i ; i n ’ n 1 !
x| Faixa de Auw| 1,0
Sienciar| Solo
= 1 05
——y—
E o | 0,04
Pt
Mono, 44100Hz |
32-bi Tt 98
| Selecionar| | 1,0

N
Fonte: Autora, 2021.

Entdo a partir disso faz-se:

2. Gerar; Tom. Dai aparece a seguinte tela na figura 48 abaixo.

Figura 48 - Gerando o som
& Audacity

Arquive  Editar  Selecionar  Exibir  Controle  Faixas  Gerar | Efeitos  Analisar  Ferramentas  Ajuda

- _ ] ] i ]
Adicionar / Remover Plugins... - Cligue para Iniciar Monitoramento 8

n > m 1« » ® — I
MME w \!) Microfone (Realtek High De Fr ~ ‘D Alto-falantes (Realtek High

Tom...
71,0 ({,0 1,0 2,0 0 5,0 7,0
1} L 1

. ! . 1 Tom Programavel... . h .

Ruide...

Silence...

x|Faixade:5«uV 1,0 Tons DTMF...
Sienciar| Solo

_ . 0,51 Faixa de Ritmo...

. e

Pluck...

E D | 0,0+

R - B Tambor de Risset...
Mono, 44100Hz 05
32-bit flut s
A| Seleciunar| 1,0

Fonte: Autora, 2021.

Agora atendendo o objetivo acima tem-se a figura 49 abaixo.
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Figura 49 - Gerando o som a partir da frequéncia
“
Arquive Editar Selecionar Exibir Controle Faixas Gerar Efeites Analisar  Ferramentas  Ajuda
" . — - or - ’T—E‘/ ﬂ; 54 48 *7‘Clu]uip;1ra\mcla‘rMDndD‘raminlnlﬂ ’4'2 & 0 ﬂg 54 43 42 36 30
Q ek ¢ o) o XOO) wiwe i~ ajalalq)l |

~ icrofone (Realtek Hi init ~ anais de Gravagdo (Estér ~ W), lto-falantes (Realtek Hi ~
MME H"" Microfe (Realtek High Defi 2G; de G cao (Esté Alto-fal (Realtek High Def

1.0 lli,l) 1,0 20 3,0 4,0 50 6,0 70 8,0 9,0 10,0 11,0
I | | I | [ | | [ | | L

x| Faixa de huw| 1,

Silenciar| Solo
= -

Wono, 44100Hz
32-bit flut

Forma de Onda: | Seno

Duraggo: 00h00m40000s™
Gerenciar Predefiniches | | Visualizar Cancelar | @)

Fonte: Autora, 2021.
Nessa janela que apareceu forma de onda, frequéncia, amplitude e duracgéo, o

professor escolhe 0 som que quer representar e a preenche como preferir. Na figura

50 a seguir, vé-se como 0 som aparece.

Figura 50 - Como o som aparece

= Audacity -

Arquivo Editar Selecionar Exibir Controle Faixss Gerar Efeitos Analisar Femamentas Ajuda

I3/ 8 s+ 45 coueparanicartontoramenos 12 5 o )5 s+ 4s 42 % s 3 a8 43 & o

SR SEOE W1 o XD m{m =~ ae Q)] p-

| & [Microfone (Realtek High Definit <|(2 Canais de Gravacio (Estér | i) |Alto-falantes (Realtek High Def v

v [ 5 10 15 20 2 30 35 A
It ; L i . ; ; : i

n > ® K« » o

MME

| Faia de Auw| 1,0
Sienciar|  Solo
- -
g
E o | 0,
g

Wono, 441004z | g5,

05

a| sekecionar] | 1,0

Fonte: Autora, 2021.

Para representar o som em forma de ondas € necessério clicar no simbolo

apresentado na figura 51 abaixo.

Figura 51 - Representacdo do som
b Audacity
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Fonte: Autora, 2021.
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Se porventura quiser apresentar outra faixa de som, € s6 aproveitar a mesma
tela e fazer todo o processo novamente. Nesse caso consegue-se fazer a analise de
graficos. Com isso tem-se 0s seguintes objetivos:

e Verificar os gréaficos fornecidos pelo programa ao apresentar as notas musicais,
com intuito de que haja a identificacéo de periodicidade;

e Conceituar funcgdes periodicas.
Com o intuito de atender aos objetivos acima os sons estardo representados

conforme figura 52 abaixo.

Figura 52 - Representacdo de dois sons
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Fonte: Autora, 2021.

E importante ressaltar que neste'momento destaca-se as habilidades:

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em, contextos que
envolvem fenémenos periddicos reals, como ondas sonoras, ciclos
menstruais, movimentos ciclicos, enire outros, e comparar suas
representacdes com as funcoes seno e cosseno, no plano cartesiano,
com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria (BNCC, 2017,
p. 528)..

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das
funcBes seno e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por meio
da comparacao das representacdes em ciclos trigonométricos e em
planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais (BNCC,
2017, p. 531).

Eis que os discentes poderdao ver a representacdo dos sons na Forma de
Funcéo Trigonométrica, que envolvem fendbmenos periddicos e ondas sonoras com

auxilio do Programa Audacity, ou seja, com apoio de tecnologias digitais.
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E ainda vale destacar que também se usa o Conhecimento Especializado do
Professor de Matematica destacando o subdominio do Conhecimento de Topicos,
pois se trata das questdes de conceitos, propriedades e definicbes, o subdominio
Conhecimento da Estrutura da Matematica, pois esta havendo uma conexao de areas,
o subdominio Conhecimento da Pratica Matemética, pois se trata da solidificacdo do
conhecimento a ser transmitido e o subdominio do Ensino de Matemética, pois se trata
dos recursos materiais utilizados.

Neste momento da aula novamente o Conhecimento Especializado do
Professor de Matematica torna a ser verificado pois estd sendo destacado pelo
Conhecimento de Topicos, pois vai se tratar das definicdes, conceitos e propriedades
dos objetivos abaixo.

e Definicdo de Funcéo seno e Funcgéo cosseno;
¢ |dentificar o periodo, amplitude, frequéncia e o comprimento de onda de cada
funcdo produzida pelos sons mostrados em aulas anteriores.

Vale salientar que toda a teoria necessaria para essa parte da aula esta descrita
no capitulo 4, podendo ser adequado para a turma a ser trabalhada.

Para finalizacdo destas aulas tem-se aqui a apresentacdo de mais algumas
atividades para que o professor verifique a aprendizagem de seu aluno, nesse caso
estara utilizando o Conhecimento Especializado do Professor de Matematica focando
o subdominio Conhecimento de Caracteristicas da Aprendizagem de Matematica, pois
assim estara observando a aprendizagem, as potencialidades, capacidades e
dificuldades do aluno com o contetdo matematico.

Sendo assim a primeira atividade proposta e a observacdo dos graficos da
funcdo seno, fazendo a analogia com a teoria musical para obtencdo da resposta
correta.

1) De acordo os assuntos apresentados em aula observe os graficos da funcao
seno na figura a seguir e responda:

a) Qual das fungdes representa o som mais agudo? Explique.
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Figura 53 - Funcdes seno

Fonte: Autora,2020.

Espera-se que o aluno responda que é a funcao f(t), porque tem um numero
maior de oscilacbes que g(t) em um mesmo intervalo de tempo, desse modo, sua
frequéncia € maior. Logo, o som € mais agudo.

Vale ressaltar que nesse momento o subdominio Conhecimento da Estrutura
da Matemaética do Conhecimento Especializado do Professor de Matemética se fez
presente novamente, pois o0 aluno estard fazendo conexdo entre conceitos
matematicos e teoria musical.

b) Agora, ao observar estas fungbes na figura abaixo, qual representa o0 som com

maior volume? Explique.

Figura 54 - Funcdes seno representando Amplitudes

b A i L
g(t)

Fonte: Autora, 2020.
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Nesta atividade espera-se que aluno responda que é f(t), pois verifica que a
amplitude, ou seja, o valor maximo de f(t) € maior que a amplitude de g(t). Portanto,
sua intensidade € maior.

Com o intuito de se trabalhar a representacdo de um som atraves da funcao,
tem-se a atividade abaixo.

2) A nota L4 que possui uma vibracdo a 440 Hz, serve como padrdo de
referéncia para a afinacao da altura musical. Imagine que certo instrumento musical
emitiu um som com amplitude de 0,5.

a) Tendo essas informacdes obtenha a lei da funcdo que permite construir o grafico
da Amplitude x Tempo que caracteriza esta nota?
Pode-se representar um som simples pela funcdo y = A.sen (2. F.t). Assim sendo,
tem-se: A= 0,5 e F = 440 Hz, logo:
y = A.sen (2n.F.t)
y =0,5.sen (2 m.440.t)
y = 0,5.5en (880.7.t)

Portanto a lei da funcéo y = h (t) é:

h (t) = 0,5.sen (880.m.t)

b) Agora, determine a lei para uma amplitude de 0,7.
Considerando agora A = 0,7 e F = 440 Hz, tem-se:
y = A.sen (2n.F.t)
y = 0,7.sen (2m.440.t)
y = 0,7.sen (880.7.t)
Logo aleidafuncdoy =f (t) é:
f (t) =0,7.sen (880mt)

c) Ao ouvir os dois sons pode-se sentir alguma diferencga entre eles? De que modo?
Resposta: Pode sim, pois foi estudado que a amplitude (A) representa a intensidade
do som, portanto o som expresso com a amplitude 0,5 possui um volume menos
intenso do que o som expresso pela amplitude 0,7.

Nesta atividade, € importante também que os alunos coloquem essas

amplitudes no Programa Audacity, pois assim o aluno estara ouvindo as diferencas
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de intensidades dos sons, destacando que estara utilizando entdo aqui entra a
aprendizagem significativa, pois estd assimilando conceito matematico com teoria
musical e ainda utilizando o Conhecimento Especializado do Professor de Matematica
citado na atividade 1.

Com a intengéo de se trabalhar a habilidade abaixo, € que tem-se a atividade

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das
funcbes seno e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por meio
da comparacdo das representacées em ciclos trigonométricos e em
planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais (BNCC,
2017, p. 531).

3) Esta atividade tem como objetivo mostrar ao aluno como calcular a lei da
funcdo tendo a frequéncia, visto que a onda completa 3 ciclos no instante de 1
segundo, utilizando a parametro y = A sen (2m. F.t). Nesta atividade o aluno estara

novamente utilizando a habilidade abaixo:

(EM13MAT404) Identificar as caracteristicas fundamentais das
funcdes seno e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por meio
da comparacdo das representacées em ciclos trigonométricos e em
planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais (BNCC,
2017, p. 531).

Pois estara trabalhando a funcdo seno por meio da comparacdo das
representacdes em ciclos trigonométricos com o apoio de tecnologias digitais. Veja a

figura 55 abaixo.
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Figura 55 - Calculando a lei da fun¢ao por meio de gréfico

TR ENENN SRR

ARRARARAR

Fonte: Autora, 2020.

Esta atividade apresenta como solu¢do a fungéo f (x) = 3 sen (6mx), pois a

frequéncia é F = 3 Hz , periodo p = 1/3 e amplitude A = 3.

4) Nesta atividade o aluno assistird a um video sobre sons focando a frequéncia
das notas musicais para que fique bem esclarecido esta questdo da matematica
relacionada com a teoria musical. Com esta atividade o professor estara trabalhando
o Conhecimento Especializado do Professor de Matemética focando o subdominio
Conhecimento da Estrutura da Matemética, pois novamente esta fazendo conexdo da
matematica com a teoria musical, o subdominio Conhecimento do Ensino de
Matematica, devido ao fato de estar utilizando recursos materiais e virtuais para
ensinar matematica e ainda dando foco a aprendizagem significativa, pois esta
utilizando a teoria da assimilacao, ou seja, mostrando um contetdo que pode ser

assimilado com outro assunto. O video proposto esta na figura 56 abaixo.
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Figura 56 - Video sobre frelauéncias

P> Pl o) 036/1055

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=_r3DgAJhgMs&feature=emb_logo, 2021.

5) Nesta atividade o aluno ird ouvir 0s sons, ver as notas e suas frequéncia
através do controle deslizante n, construido no GeoGebra.

Verifica-se entdo que ao aluno visualizar essas notas, suas frequéncias, as
ondas senoidais e ainda ouvir, o professor estard utilizando o Conhecimento
Especializado do Professor de Matematica ja citados anteriormente, pois assim o
aluno ndo fica s6 na memorizacdo, mas pode testar sua aprendizagem e seus

conhecimentos.



82

Figura 57 - Ouvindo uma onda senoidal
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Fonte: http://www.malinc.se/math/trigonometry/musicen.php, 2021.

Caso nao queira utilizar a construcéo pronta proposta no link acima € possivel
que se faca a construcdo desta atividade. Para isto deve-se seguir alguns passos
principais.

Nesta figura 58 foi criado dois controles deslizantes, nimero f, a fungcéo g, o

botdo play e o botéo stop.



Figura 58 - Botdo Play e Bot&o Stop
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Nesta figura 59 foi criado os sons de acordo a hota musical da escala cromatica.

Figura 59 — Criando Notas Musicais
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Fonte: Autora, 2021.

Nesta figura 60 foi colocado o texto do numero f e da funcéo g.

Q =

k| A& = | | ‘ alCll& :—$ : Ihfgln:iu Descricdo Valor
— 51 C11+1 c12=2 "
ci2
. Nk
Fungo N - 4 52 Cﬁ'g‘em C12+1 c13=3
@ wi- E— % 53 120 Texto['C,", BY) "C_4"
Texto S s
Rtz ne-g 54 02 Texto("C#", B2) "C#
S 04 55 180 ouorD B3) DT
O D3
56 E‘a’“" Texto("D#", B4) "D#"
O ¢ Texto A
D5 Texto{"E", B5) "E
Niimero Ter Texto("F" B -
. A - Te F# F#
f D Tes
@ - T T
w2 ry  Texto  (Te Lz i
) >
e Y | Play for 15 sec Stop sound S o EIE@ e o) B



84

Figura 60 - Atividade Pronta

LI =R SO N AP NI TR Q=
Bl A A E] ‘7| ) Nome Dfs-:ric'a-o N Valor
_ — Vetor 2SR UL o g A
— Tt ggg 04),B10+(0, E10=(0,03)
- 0.7))
O ot . Vetor(B9 + (0,
) 72 \Ef;}‘)r 0.4),B9+(0, E9=(0,03)
O c * f=2"%.220 =27 ¥. 240 = 293 66 4 079
H A=0385 etor(B3 + (0
D Y Vetor Vetor(B3 (0 .
E 73 ga” 04)BB+(0, EB=(0,03)
O ot 0.7))
g(z) = 0.86sin(203.66 - 2azx) - Vetor(B7 + (0,
: . 74 LT g4 BT ET=(0.03)
O o Py 0.7))
O o - 75 Veor O Ee-@.03)
E6 0.79) ) S
\ » Vetor(B5 + (0
O o 5 76 SN 04)B5+(0. E5=(0.03)
= 0.7)
H - Vetor(B4 + (0,
(G L g4 Bas@ E4=(0,03)
0.7))
O o - Vetor(B2 + (0,
78 YO G4 B2+(0. E2=(0.03)
E2
: 0.7))
Q@ i '#=2{n/12)\cdot
A40=20" + B P
. _ —c 1 f=240n/1Nednt ¥
e >
O -
N Play for 15 sec Stop sound 80180 W 2

Fonte: Autora, 2021.

Como séo muitos passos, vale ressaltar que o detalhamento desta parte ficaria
muito extenso. Portanto para a construcdo passo a passo desta atividade, entrar no
site do www.geogebra.org, procurar pelo material frequencies of notes, abra a

atividade, modificar applet e ir em protocolo de construcéao.

Recursos necessarios para o desenvolvimento das aulas;
e Computador com programa de som e de Geometria;
Sendo eles o Audacity e o Geogebra.
e Data show;

e Proposta de Atividade.

Avaliacéo

A avaliacdo sera continua através de participacdo nas aulas e no
desenvolvimento da resolucdo de exercicios. Verificando se houve assimilacdo do
conteudo matematico apresentado com a musica por parte dos discentes, bem como

valorizando e direcionando os argumentos apresentados por eles.


http://www.geogebra.org/
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentada uma conexdo entre matematica e musica,
mostrando como a musica pode servir de auxilio no ensino da matematica. Seu
desenvolvimento teorico apareceu inicialmente com Pitdgoras e seus discipulos,
destacando que os primeiros estudos foram feitos em um instrumento de uma Unica
corda chamado monocordio, descobrindo assim a primeira escala musical.

E importante salientar que, na masica, em particular, na teoria musical surge
diversas vezes conteldos mateméticos tais como fracdes, progressdo geométrica,
funcdes trigopnométricas e muitos outros.

E interessante perceber que muitas vezes algumas pessoas falam que
possuem muita dificuldade em matematica e séo excelentes musicos, ndo percebendo
que dominam muitos conceitos matematicos.

Ressaltamos que neste trabalho o professor também tem como ler a respeito
do Conhecimento Especializado do Professor de Matematica (MSTK) que pode
auxiliar muito em seus planejamentos, em suas aulas e em sua didatica de como
ensinar matematica e ainda estudar um pouco sobre aprendizagem significativa, como
propde Ausebel, além de ler um trecho do documento da Educacéo Basica Brasileira
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

E para finalizar, foi apresentada possibilidades de ensino utilizando a musica
para apresentar Funcao Trigopnométrica, na qual muitas vezes os alunos sentem muita
dificuldade. A proposta apresentou 0s conceitos matematicos necessarios para o
assunto e, por fim, a apresentacédo de sons por meios de softwares como o Audacity
e 0 GeoGebra para que assim a aprendizagem se torne mais agradavel e significativa.

Portanto a pesquisa mostra aos professores de matematica o quanto a musica
pode ser usada como um recurso didatico para o ensino de matematica, em particular,

ensino de fungbes trigonométricas.
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